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Vorwort 



Xch kmn mit dkier Ahhatniliing der KönigU Akfl4^fft kciiw 
• ToUfttndige Demiwoitung der an^egabeneik F^rösfrag» vorlegen. 
£s i&t mir von dem Zeitpuakle an, wo ich zui Keaatmlä der 
ingewandioi Methode gebngte, bis jetEt nicht Zeit genug g^ 
Uieben, nm <fie naineiischfln Reduinngen in der Ausdehnung, 
die mir für eine zweckmäisigc Bearbeitung nothwendig schien, 
ansn&fnhren. Der grolste Theil der Arbeit ist jedoch voU- 
bracht, und mit ihm der sdiwicrigste. E| fthlen einige der 
kleineren Glieder der Störungen dritter Qidniing in der üe- 
.wegnng des Setnins, so wie die Stöfeungen swciter and dritter 
Ordnung des Jupiten. Die Btoredmnng der Stdrungen des 
Satums ist schwieriger wie die des Jupiters^ weil die liraft, 
welche enf jenen Planelen attaid einwirkt, j^ofter ist «b die, 
weldie diesen von der reinen Ellipse dblenkt« Idi glaabe da- 
her durch die in dieser Abhandlung ausgeführten Recfanun|^ 
2m Geaäge geseigt sa lieben, dais meine Methode die ver- 
langte Aufgabe ToUstindig in ktoen im Stmde ist, and habe 



VI Vorwort* 

somit das Wesentlichste vollbracbt. Aus diesem Grande iiabe 
ich nicht unterlassoi wollen^ der Akademie meine Aihaten zn 
überreiclien. Ich werde übrigens ungesäumt fortfahren, die 
noch fehlenden Störungen d^ Jupitexs zu berechnen. 

Die Differentialgldchmigen, von wddien ich för die Be- 
rechnung der Stdrangen ausgegangen bin, sind diejenigen, welche 
in der Abhandlung: DitquisUioties circa ikooriam fteHurba- 
Uotmm. de» in Schnmacbert AstmiomiRhBn IiMinchlen • 
gegeben werden. Ich transformire entens die Diflerential« 
gkicbung liir die Länge in eine andore, weldie nui* lür die 
Sottnmgcn erster Ordnung in Beaiehmig auf die Massen ge« 
braucht werden kann, aber bei der Bereehnnng dieser Stönm« 
gen vor jener den Vorzug bat, dais sie aui mehr conveigirende 
BeiheD fihit, ond anch iranigar Aiheit varanaeht, wenn die 
gegenseitigen Störungen zweier oder mdbrerer Planeten berech« 
net werden sollen ^ sie bat übwdies das Morkwnrdige, dals sie 
nfier dm betreifimdea DifinentialqaolieBten der Gröfto Q bot 
die GoefUcienten der Entwickelung des Quadrats des Radius 
Vecton verlangt^ mdit aber die Coe£&cienten der Mittelpunkte 
f^chnng» Die Fomichi, welche hiamis für di« munBiiaofae 
Rechnung erfolgen, verlangen eine doppelte Snmimtion) so wie 
diejenigen, welche der Herr Professor Beseel in sein« yop- 
traffiichon, den Abhandhingen der KSnigL Akadamie aus dem 
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Vorwort, vn 

«lahie i&li «uvcrldbten Abhandlang gsgeben bat, aber die 
Gonyengm dar Glieder, ' In BesiehnBg auf welclie man stüBH 

muen mufs, ist in den in dieser Abhandlung angewandten 
FanttslA för «me gegebene Esoeotiicitit weit stiiker, als dies 
der Fall iit, wenn man die Stdrangen der wahren liinge 
berechnet. Ich zeige ferner, dais man die eine Sumination 
nur £nr die drai Warthe » i, 0, und -|» 1 dea IndeK ansso^. 
föhnn Imnöht; <fie übrigen Glieder kann man nach der In^ 
tegratiou aus diesen auf eine höchst einfache Weise berech- 
üBD* Aber nicht nnr die fierechnong der Stönmg^ aelhit 
wird doTch diese Ait de na befticksichtigen an6dier nnd 
kürzer ) sondern auch ihre nachherige Anwendung, denn ea 
hat aich mir a postuinH ergaben, dala die Anzahl der Ar- 
gomente der Störungen der mittlerai Linge bis m einer ge- 
wissen numerischen Grenze herab kleiner ist als die Anzahl 
der AvgniiMiiite dar Störang^ der walina tAnge« Bnvor ich 
nidi dieier Meäif>de die Sl0nuigen zn berechnen anfing^ hatte 
ich schon die Störungen der wahren Lange erster Ordnung 
In Besiehimg anf die BCaaeen bis anf 0*,! henib beradmet, 
tmd fat den Satnm 49, för den Jupiter 54 Argomente b^ 
kommen. Wenn man die in Artikel 16* beündlicben Stö- 
rangen bis m 0^,1 hanb nachrthlt, so wird man finden, dafi 
för den Satnm nur 38, und für den Jupiter nur 43 verschieb 



Tin ForworU 

dooß Aigamente Torhandfln sind, und iiir die Stönmgen dos 
Baduis Yecton findet dno ahnliehii Vflnnmdanmg stttt. Ifier* 

aus folgt, dafs ineine Art die Störungen auzubrlugen über- 
huipt ein genaneies Besoltat giebt, ak die bisher gebTänchUcbe. 
Der Umstand nemfich, dafi die Starongen der mittleren 
Lftnge bis zu einer gewisseu uumerischeii Ueclmung herab aus 
einer kleineren Anzahl von Gliedern bestehen wie die Slö> 
rangen der wahren Ijinge bis sor nümlichim Grame, rabrt 
nur davon her, ikb die unendliche, nach den Vielfachen der 
mittleren Anomalien oder mittleren Bewegongen geordnete Reihe 
in jenem Falle mehr oonvergirt als in diesem. Aber bei 
einer melir convei^irenden Reihe ist auch die Summe der un- 
terhalb der festgesetzten Homerischen Grenze liegenden, und 
daher veniachldssigten Glieder, Ueiner, wid folglidi wird die 
Gesammiheit der Störungen , d. i. die Störungen für irgend 
eine bestimmte Zeit, durch meine Methode genaner gefunden 
als durch die alte. Wollte man statt dessen die Stdrangen 
der Elemente nach den La Gran gesehen Formeln in An- 
wendung bringen, so wnide man auf weit weniger cooTei^ 
girende Reihen gefuhrt yrerden, oder man mniate mit an- 
dern Worten, um dieselbe Genauigkeit in die Gr^ammtheit 
der Stönmgen m legen, eine weit greisere Anzahl Ton Stö- 
nmgs^Goiffficienten In Rechnong ziehen. 



VorworU ix 

Bie Gröfse Q, utid deren Diflerentialqoo^nten habe ich 
durch fpedells Werth» der in ihnen enthaltenen Gröisen ent- 
wickelt. Diese Methode läist hinsichtlich der Genauigkeit, 
die man dadurch erlangen kann, nichts zu wünschen übiigi 
iber man kann Recfaumgen, die sie erfordert, nicht koic 
nmnen, und es ist damit die Unbequemlichkeit verbunden, 
dais man, wenn nur einige wenige Entwickelung^GoefBcienten 
bedangt werden, die Bedmong dennoch auf eine weit grö- 
£sere Anzahl derselben einrichten mujfe, um die gewünschte 
Genauigkeit zu erlangen. Es bleibt daher immer noch eine 
rein analyttscfae Entwickelung dieser Große (*) wünscBena- 
wertk, nur niufs sie, wenn dutluick reeiki Xuilhcii erwach- 
sen soU| so beschaffen sein} dals man doich dieselbe mit ga- 
nogarer Aibeit wie durch jene Mediode die Genauigkeit bis 
zu jedem wünschenswertbeu Grade steigern kann, und sie muis, 
ao wie jene, . mit Hülfsmitteln verbundefi sein, wodurch man 
aich der Richtigkeit der- Anafnhmng der nnmetischea Rech- 
nungen versichern kann. 

lUe in dieser Abt^ndlnng überbai^ angewandte Me- 
thode Heiet voHsttndige Mittel dar, qm die »(onerischen 
rucliiummn zu controUiren. Für die Störungen erster Ord- 



(*) OJcr viclmt^hr überhaupt eiue JmtwickelungimcUiode, die von dem gciunn- 
t«u NacliÜicile frei üt . ■ 



X Vorwort» 

noDg ist im Artikel 11. die Üauptbedii^uiigs-Gieicbaog eaXr 
wickelt, und weiterhin aof die Stdinagen doi Jt^pite» und 
Saturns angevA'andt. im i\.iLikel 27. ist dieselbe Bedingungs- 
gleichnng auf die Stärangen zweiter Ordmug ausgedehnt, und 
es sind diese BedingnugiBgleidiungeD, so wie die übrigen, Toii 
deneu ich Gebrauch mache ^ strenge. 

Im Artikel 20. der mehrmals angeführten Abhandhing 
ans Schumacher*8 Astron; Nachr. ist bei der Ableitimg der 
Ansdiucke für die Stönmgen der Gröisen p und q ein Ver- 
sehen b^angen worden, weldies ich um so mehr nicht 
unerwähnt lassen darf, wml es in früheren Schriften ober die* 
sen Gegenstand auch vorkommt» Bei der Ableitung der Dil- 
ferentaalquolieDten von Q nadi p nnd q durch den gewöhn- 
lichen Algorithmus der partiellen Diflerentiale werden dasdbst 
f^htn so als alleinige Functionen von 1, 0j 

I,, 6,, etc. angosehen. Aber weim in O die GrölsQ p oder 
y, and demzufolge I und O sich Indern, so wird die ge- 
g(>nseltigu Durchschnittslinie der beiden Planetenbahnen in 
jeder doselben sich nicfat um dnen gleichen Winkel geln« 
dert haben; man 'wird slsd nadi dö"' Yerinderung von p 
oder y in dem neuen Durchsdinittspunkte der beiden Ebenen 
nicht mehr eine gleiche Zahl von Graden etc. zählen, wie 
dies vorher der Fall war. Um diese Ungleichförmigkeit, 
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WM es notliwendig ist^ w^ggoacbaffan) miiis man zugleich t» 
(Hier Ittdemj num mnis mit andon Worten ( j^) und 

C^t") "'^^^^ Functionen von oder (-^^ betrachten. 

In der gegenwäitigeii AUiandlung habe ich mich von die- 
SMn Umsumda dadurch unahhangig gemacht, da6 ich im 
Ailikcl iü., von den Gleichungen (II. 19.) ausgehend, die 
genannt«« Difierenbalquotienten direct entwidbelt habe. 

Bei der Berechnmig der Stömngen sweiter Ordnung 
wende icii das Taylorsche Tlieorem an, aber die Art, wie 
dies geschiehl, mir cigenthnmlich und hat mir gestattet, 
eine größere Genauigkeit in diese Rechnungen zn legen als 
mau durch die früheren Motliodcu eilaiigt hau Hier, so wie 
nach meiner Methode überall, sind die Störungen nicht nach 
gewissen Ordnungen in Beaichnng auf die EsoentricilSten 
und Neigungen abgemessen, sondern bis auf eine gewisse nu- 
merische Grenze herab ToUstftndig berechnet« Bei dieser Rechr 
nmig hat die DiBerentialgleidiung , von welcher ich ausge- 
gangen bin , vor den GlcichuDgcn , durch welche die Stö- 
rangen der Elemente bestimmt werden müssen, den wesent- 
lichen Vorzug, dals sie, mit emer einzigen Ausnahme, nir- 
gends auf Glieder fuhrt, die au6 DiHcrenzen von Gröfscn eintf 
medzigeien Ordnung in Beziiehung auf die £xoeBtriciiAlen be> 
sfftnden» Diese emvge Ausnahme macht, das Glied, wdches 
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mit cos (y— ^ multiplicirt ist* Der Goefficient dks» Glie- 
des ist von der zweiten Ordnung in Beziehung aäf die Ex* 

centricitäteni ol^leicb er aus Gliedern zusamm^geseszt ist, 
▼on denen einige von der 0*** Ordnung, oder unabhängig 
▼on den Exoentridtäten eänd« Diese heben ach in dem ge- 
nannten Coeiticienten gegenseitig atif, und er macht also eine 
Ausnahme von der allgemeinai R^^, znfolg0 welcher er von 
der Ordnung (1 — 1), das ist von der 0** Ordnung sein sollte. 

Im Gegen tbcd, wenn man nach den Formeki für die 
Störungen der Elemente die Störungen zweker Ordnung in 
Seziehung auf die Massen beredmet, so erzeugen sich in der 
Excentricität Störungen von der Ordnung und in der 
libige des Perihds Störungen von der Ordnung und 
welche also, wenn die Excentricität klein ist, sehr grofs wer- 
den. Diese Glieder werden wieder au%ehoben| wenn man 
von den gestörten Elementen, sei es durch trigonometrisdie 
Rechnung oder durch das Taylorschc Theorem, zu den ge- 
störten Polarcoordinateu übergeht j aber ihr Dasein macht die 
Berechnung der Störungen zweiter Ordnung in Beziehung auf 
die Massen nach der Theorie der Veränderung der willkühr- 
lichen Constanien sehr beschweflich und unsicher. — Wenn 
man znr Absicht hat, dnrdi das Taylorsdie Theorem von 
den Störungen der Elemente zu denen der Coordinaten uber- 
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sogehai) so kutn man zwar die genaimteii Glieder dadurch 
venneideii, dafi man statt der Elemeate e und w d!e folgen- 
den e sin V imd c cos v einfülirt; aber es besteht demohn- 
geachtet jedes Glied in den Goordinaten aus Diflfersnzen von 
G&dem einer niedrigeren Ordnung m Beziehung auf die Ex- 
centricität. Aber das al^eredmet ist schon die Arbeit, welche 
diese Methode verursacht, wenn man dieselbe YoUständii^eit 
und Genauigkeit erlangen will, weit grSfier als die, weldie 
meine Methode ^f<Mrdert, wie man sich leldit durch eine 
YergUiGhiang überzeugen Itann. 

Wenn ynr Einen störenden Planeten annehmen, so ist 
in Bezeichnungen dieser Abhandlung Q l'unction von folgen- 
den 10 Gioisen a, t^, e', v', I und B, und die 
wahre L&nge in der Bahn sowohl, als des Radius Vectors, 
ist Function von a, e, e und ir. Man nauis also, um die 
Störungen zwater Ordnung dieser 4 Elemente in Beaehung 
anf die Massen zu bekommen, zufolge des Taylorscfaen Theo- 
rems 40 Producta berechneo, wobei noch in Betracht kommt, 
dais die mehrsten der 40 Diiflbrentialquotienten, wenn man 
Genanigkeit eriangen will, nur durch nne hmge und müh- 
same Rechnung gefunden werden können. Um von hier zu 
den Störungen der I^nge und des Radius Yectore äberzn- 
gehen, mnis man ersdich die Störungen zweiter Ordnung der 
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Elemente mit den ersten Differentialquotienten der Läog^ und 
des Badius Yectore multiplidren; also noch 8 Prodocte be- 
rechnen, liieraui laufs man die Quadrate und Producle der 
Störungen erster Ordnung der Elemente o, e und », also 
10 Producte beredmen und diese noch rtit den 20 sweiten 
Di0(2rentiaiquotienten der Länge und des Radius niuliiplicireu; 
also noch 20 Producte berechnen* Man mu& also auiser der 
Berechnung Ton fast eben so vielen Differentialquotiettten in 
Allem 78 Producte berechnen , uml man hat wenig oder gar 
keine Mittel, um sich der Richtigkeit der Rechnung tu yfs- 
sichern. 

Nach der in dieser Abhandlung vorgelrageuen Methode 
nnifs mauy wenn Ein störender Planet vorhanden ist, erstlich 
4 Hülfegröfsen beiMihnen, die, wenn die 3 zweiten Diflferen- 
tiaiquotienten, wovon sie abhängen , berechnet sind, wenig Ar- 
beit veruTsachen; alsdann hat man 8 Producte zu beiechnen* 
Um diese mit den vor^en yerglmchen zu körnten, müssen wir 
bedenken j dais in dem einen Factor von . 7 dieser ProductCj k 
*die 3 Werthe — i, 0 und + 1 annimrnu Wenn wir daher 
jedes dieser Prodnct» dreien der vorigen gleidi stellen, so Iuh 
ben wir sie gröfser angesetzt wie sie wukiich sind, wdl kttne 
Divisionen mit der Excentridtät vorkommen. Bas wllren also 
nach dieser Vergleichung 21 Producte. In dem E^nen der 
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8 Prodacto oinuiit % m {edem Factor die 3 geiiaimtea Werth« 
an; wir woHen daher dieses Prddact gleidi 9 der vorigen 

stellea, nnd hiermit haben wir nach unserer Methode im Gan- 
zen nur 30 Frodncte statt der vorigen 78« Wenn man, wie 
im Art. 30. angefahrt ist, das Prodoct nZ X »(t) statt i>Z 
X / T^dr rechnet, so reducirt sich die^ Berechnung bis un- 
tsr die HäUie, und wir wollen daher dieses Prodoct gleich 4 
der vorigen rechnen , nnd hknnit haben wur statt der eben 
genannten 30 nur 25 der jenen 78 einzeln gleich gcstcUteu 
Pkodncte, Da nun die Int^rationen bei beiden Methoden 
sehr nahe dieselbe Arbeit veiursachen, so sieht man hierans, 
dafs wenn man auch das vorher Erwähnte, die Divisionen 
durch die &oentricität betreffende abrechnet , der Vortheil 
silir auf Seiten meiner Methode liegt. (S. Art« 17.) 

Um der Aufgabe der Königl. Akademie so viel mir mög» 
fidi Genüge m leisten, habe ich die Rechnung^ für dm 
Co^fficienten des Arguments 5^ — 2g' mehr nmstlndlich wie 
die übrigen hingesetzt und zuletzt eine Yergleichung meines 
Besnltats mit denen der Henen Plana nnd La Place gege- 
ben. Man hat in der letzten Zeit 12 Yerbindnngen namhaft 
gemacht y welche einzig und allein im GoeiHcienieo des Ar- 
guments 5^— 2g Grcifien dritter Ordnung in Begehung auf 
die ExceuLrici täten und Neigungen zu Wege brächten; dieses 



ist aiici iiiciit ganz richtig. Man kann sidi leicht überzeugen, 
dais die Zahl dieser VeEbindimgen unendlidbi ist und nur dnrc^ 
die absoluta numeriache Gfofie, die sie im Resultat hervor- 
bringen, wild ihre Anzahl beschränkt, obgleich sie nicht ge- 
rade auf die beiwichneten 12 Yerbiaduogw znrückgefiihrt wird« 
(S. Art. 31.) 

Die AJudemie verlangt überdies noch eine ISachweistmg 
der Ursache) aus weicher die Difieremeii in den Besultatea 
der beiden genannten Greometer entstanden sind; aliein da die 
Herreu IMaua imJ [i i«' cuulani diesen Gegenstand mittler- 
weile öffentlich abgehandelt haben^ so glaube ich darauf ver- 
weisen SU können. 

Der Ort des SaLuras vornehmlich und auch der Ort des 
Jupiteis werden noch von dem Uranus gestört; aber da die 
Akademie in ihrer Ftaisfbge diese Störungen nicht verlangt 
hat, so habe ich keine liucksicht daiaut ^eauiuiucn. Mit der 
Zeit können sie nach dieser Methode, ohne dals dadurch etwas 
von dem sdion Berechneten veigeblich genweht iito, lünza- 

gefügt werden. 

Im Müiz 1830. 

Der Fer/ässer, 



Untersuchung 

Sber 

die gegenseitigen Störungen 

Jupiters und Saturns. 



In meiner AbhandUang, welche in Schumacher'» Astron. Nach- 
ricbtea No. 166 u. f. publicirt ist, wird bewiesen, da£i> luan die wahre 
gestörte Länge eines Himmelskörpert belommt, 
mdn f&r die rein elliptische Lsnge statt der Zeit efaie Fbnctioik denel- 
ben, die s genannt worden ist, anwendet. Dieses e ist der Werth von 
^, weldier ras der Litegn^tion der folgenden Gleidning henrofgeht» 
ttaelidem nun im Integral r in < Yerwanddl hat: 

Ich halte es für überflüssig, die Bedeutung der Bezeichnungen 
hierher zu setzen, denn da ich die angeführte Abhandlung oftmals citiren 
inufs, so muls ich ohnehin meine Leser bitten, sie im \'oraus zurllnrid 
ZU nehmen ; icli werde, in so weit die dort vorkommenden Giüfseu hier 
auch gebraucht werden, die uemiK-he Bezeichnung anwenden. Der 
Kürze wegen werde ich, wenn ich eine Gleichung oder einen Artikel 
aas der genannten Abhandlitng anführe, dieses durch ein der Nununer 
Torgcsetates H, anseigen ; die dbcn hü»geediiidl»eiie Gleidiong also ist 
die Gleichung (H. 13.). 

2. 

Zufolge der Bedeutung der Grofse (2, (H. Art. 3.), gilt die 
Gleichung (1) für eine beliebige AnzaU von Planeten; aber wir können 
uns bei der Entwickelung der Störungen der ersten Ordnung in Be- 
liehung auf die Massen begnügen, nur iwei Planeten, nemlich den 

A2 



4 iSegemeä^ SiSnaigM 

gestörten und Einen störenden tu betrachten. Man braucht nm- ftir je- 
den hinznkommrndcn störenden i'lancten den Formeln ähnliche Glieder 
!iin/u7.ni\"igen, in welchen man die Gröfsen, die sich auf jenen beuchen, 
in die analogen, die sich auf diesen heuchen, ahändert; mit andern 
Worten, die Yollständigen Störungen erster Ordnung eines Planeten 
änd gleich der Summe der Störungen, die jeder auf ihn ein» 

«iilcende Flanfet etsei^ 

Wur wollen nun die Glddmng (1) in eine andere nmfoimen, die 
aber nur für die Stfinvgen, welche mit der enten Potens der itören- 
den Kraft multiplicift aind , das bt in der ersten Appronnwtiom der 
Stönmfen gelmucht weiden kann. Da 

Q=dT)(?jH-.(g)Q 

•o ut noih[w«nctig«Mli» w«nn man die bduamten Wcrthe rcn (j;) und 
nibatitairt: 

Durch Hülfe dieaer Gleichung Terwanddt man leidit die Gleidmng (1), 
wenn man zur Abtnnaing 

Cr) ^ « 
d* ^ 

aetat, in folgende 

Tssani2 — ' h2 —2 >l j-J 

l «•(!-«•) «»(t-t«)« J^*'' 

f «in (»»— >.) f « «in (f — w) CO« (y— X) re ^ (»»—»■) 



-F«n{3 — a -i -H ^-x^ 

l rVi^ «(i-c^)' aO-e«)» 



^ co«(»»— X) «in (i"— ») 

— a- - «l-a 



Dieae Gleichung ISlat aidi aber vereinlachen. Ea iat leidiA n 
daft 
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JuftUtn und SaUunt järttM 2. 5 

Wenn niaa diesen Werth von in das erste Glied des Factors von 
r^'^j der Gleichung (2) nilMtitttfart» «o Jiekmxunt nua ttadi einer leicb- 
ten Redaction dieten Factor a 



frsinCf — X) rir«in(i' — sr) ^sin(>. — v) ^i»»in(X — ir) ^min(f — ») 
2- — i— — a — 2 , -4-: T- 

und wenn man hieixu die folgende GröÜM addirt, welche identisch 

Kuü ist, 

fre*«in(»' — X) frr^sio(t« — ^ff)co»(>.— ») fre'co»(i' — 7)iin(X— r) 

M ei^eht ndi unser Factor s 

/viiB(iM-tr) lesiB^i-«) . ^dB(ti>-«) p^^«»!^^)] 



oder s 



flr«!n(«'— X) re«in(t'— »r) «ettn(X— ir) 
S r— 4-3 T * T— 

Der Factor von ^J^^ m der Gleichung (2) läfst sich j^leicLfalls 
vereinfachen. Wenn man die mittlere Anomalie mit g bezeichnet, nem* 
lidi 0=nl'i' s — T seist, und den gmannten Factor in Benehmng auf 
^differentüit, so Bekommt man, wenn man entflgt dais 

isl, fülgendea Ausdruck : 

• fin(i«— X) psin(f— >.) MWcos(f— X)fia(t>— «) pre8in(i'— «) 

-1- dg^2 -dg'*'* i dg^i i-rfg 

Vi^ «•(<-•)' 



Wenn man in dem ersten Gliecie dieses Ausdruckfl die Grüfse 
dttcck dea oben dafür angegebenen Werth dimmirt, und dM iwdie 
Glied mit dem folgenden Werthe dar ffinheit mnltiplidit; 

r * . <rcoi(i'— S-) 

•o verwandelt er nck in 

— 4 r- * x— «jf — * Ug 

a*(l— e*)» «1*0-'^*)* a*(»— 

Dieser Ausdruck, wenn er cl>en «o bciiandeh wird wie voriim 
der FecUw von '*(^)> Terwasiddt aicli in 

er8in(i.-X) ^f»ia(X— ») re tm (.'-«) 

£• in also: 

f rr8in(v--ir) fe«n(X— ») friin(. — ä) /dO\ 

l a(l-e*)^ a(i-e*)T^ a*(l-e»)^ J 



Die CoDstantc weldie der Integration des ersten Factors hinm- 
gefögt werden mu£s, ist so zu bestimmen, dafs das Integral as ^^t^fl^i^ 

werde , wenn man darin / in t Terwandclt , denn wenn man in der 
Gleichtmg (2) diese Vcrwandelung Tonünunl, «o der Factor in 
die genannte Gröiisc über* 

3. 

Die Gleichung (:J) iäist sich sehr leicht entwickeln, die Integra- 
lion des cr'Jii"!! Factors läfst sich, wie die feinere Integration, nach der 
Reihenent Wickelung Tomebmeni und die hinzuzufügende • Constante 
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kann man in jcdemipedelleii Fallej iiadidem die nuoMcisciiett'Werlhe 
der Eiitwtekdvngpcoiffiltoiten beregnet Bein werden) der ingegebenen 
Bettbgastg gemflls ohne Mühe bestimmen. Aber de der analjtiftcbe 
Anedrocic dieaer Conatante aehr einfSMb ist, so lohnt ea aich der Mfihe 
ihn SU beatimmen. Ich werde zu dem Ende die Gleichung (3) in eine 
andere nmformen, in welcher das im Factor übrig bleibende Integral 
so genommen werden miifs, dafs es mit der reränderlichen Gröfse zii 
pjpiVher Zeit Yerscliwiiulet ; die Reihenentwickeluog wird durch düeac 
Xranslormation auch einfacher nuj-zuführen sein. 

Wenn wir den iusanimengeset7.teii Sinus im letzten Glied« des 
gienannten Factors uach v — v und A — % auilöseu, und bedenken dais 

ü rf 8111 (r — rr) • 

iat, ao «e^dnt aidi leicbt der ganse Factor s 

r* r'jcos(>. — n) 

Conat* — 3 — 2 — ^ 

« ( \^ — eoi<*r— ») + 3e\ dg (4) 

und hierana bdcommen wir für die Bestimmung der Constante, der m 
Bnde dea TOrig^ Aitikela angeführten Bedingung gemSla, die Gldcbung, 

Conat.— 3 — i~ 

wenn man yssnr^-a — t madit. Hieraus folgt 

Conat. =s k £ H 3 -1 i 
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und ofibAar nfiiiea dfe Leideii laftegrale, mit denen mr et jetzt m 
dwin haben, so genommen werden, dala aie für g=ysso einerld Werth 
bekommen* Wenn wir die Int^)»tionen auf giddie Weise aosfiihMn 
Wörden, so wfiie dieee Bemerkung überflüssig, da wir sie aber auf ver- 
«düedene Arten berechnen werden, so darf man diesen Punlvt nicht 
unberücksichtigt lassen, denn et itt altdann nicht unmöglich, da(t 
die Integrale welche wir b^onunen, um eine conttante Grölte Ton 
einander verschip<!en seien. 

Der ol)»2'^ \us(!nick für die Constante läfst sich vereinfachen; 
denn mau kann ci<is Integral durch einen endlichen Ausdruck haben. 
Man intcgrirt am einfachsten, wenn mau i'iir einen Augenblick dac ex- 
oentiische Anomalie einfuhrt. Sei also: 

^ cos (> — ir) = a cos 2 — ne 
^ sin (A — v) — a ]f\ — <f* sin 3 
dy SS (1 — 0CO8 a) i/s 

Hienut folgt latt unmittelbar 

I. y*^3-^C0«(X— ir)-»-3cJrfy ™^'|2co«« — CCOS2S — e*CO»xJ dz 

und dadurch verwandet tich der obige Werth der Constante in fol> 
genden: 

Contt=4 ^kl^ny -^» V^o^*) * V(»-,V — * ■ 

Wenn man in dieser Gleichung vcmiiflelst sin 'x-^i — cos *x die 
Sinusse in Co«iau$sc verwandelt, und durch Uülie der folgenden : 

t s f ^ ff co»(A-»r) 

aum allgemeinen Factor macht, so verwandelt sie sich mit wenig 
Muhe bi 

Contt « % f'^^i^-'^ / J+ifSi^r^V 
«•« ^ 1— «■ j 
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oder in 

Wenn w nun mit Berfielcsiditi^im| Wieset Werdies der Con- 
ilante, den unter (4) gegebenen Werth dtt enten Fadoi» in (9) eub- 
flitairen, to eilialten wir: 




(/.--) cos (i—ff)r| 



fr »in cos — j r s ! n (> — - ) cos (i- 

+ a— — — 1 — a- 



Da das unter (5) gegebene Integral versch windet » weui yso 
ist, so inufs das Integral in der Tontehendea Gleichung so glommen 
werden, dafs es verschwindet, wenn ^=0 ist. 

Diese Gleichung, obgleich sie weniger einfach erscheint wie die 
Yorherjjehcnden, lafsl sich auf einfachere Art entwickeln. Sic hat vor 
dor Gleichung (1) den \ orzug, dafs sie weit weniger Arbeit vemräacLt, 
vrenn die gegcnseitigeu Slöi-uiigea iweicr oder mehrerer Planeten ver- 
langt werden, denn die Gröfsen und u. s. w., die man als- 
dann brandien muls, lassen ädL aus jenen auf eine bekannte sehr ein« 
fiM^ Weise berechnen. Sie hat ferner Tor allen bekannten Formdn 
den Vomig, dafs sie bei der Entwickdung nicht die Coefifidenten der 
Mittelpunktsgleichung, sondern einaig die Goefficienten der Entwiche- 
lung des Quadrats des Radius \ ectors erfindert, und sie fuhrt deshalb 
auf weit mehr conyergirende Reihen, denn diese GocfUcienten conver- 
g^n hei einer gegebenen Excentricität nicht nur an sich weit mehr als 
jene, sondern, worauf es hier eigentlich ankonunt, sie bilden unter 
einander eine weit mehr convei^rendc Keihe* 

B 



(8). 
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Wir habea »choa aogefülirt dad 
biena kommt nodi: 



(7) <^ 



(-^) eo.(.-.) 



TOD deren Buäitigkeit man nd» leicht durch HfiUe der bekannten DÜfe- 
rentitlquotienten von r übeneiigen kann. Dm«h Hnife dieaer Ana» 
drÜ4^ Terwandelt «idi aber die Gleichung (6) unmittelbar in 

-v(^)/{(^)-^<'.|q 



4. 

Öei uun 



SS 1 + ^ cos 

B < + €01 ay 
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wo die indicc« k und y. von — oo bis die Null einbegriffen, durch 

aUe ganzen Zahlen ausgedehnt werden sollen. Ans diesen Gleichungen 



(^)- 

-) 
) 

) = 



( 

( 



de 
a 



d.J. 



— iltuakg 



cos xy 



J '{ (^) - * - ^) * (f ) « - J 

In der letzten dieser Gleiclnmgeu m\i(ä unter den Wertlien welche 
X- erhält, die iXuU ausges4.-hlo&»en werden, weil wir die dahin gehurigen 
Glnder adion för aach hingeaeliridien haben« Wir werden abor weiter 
unten sehen, dals A* ^ 4*'' ^> <^ mithhi 



de ) — 



i0 



ist, die beiden letzten Glieder des Integrals heben sich also gegenseitig 
auf| und wir haben 



wo, wie bereits g^agl» itso ausgeschlossen ist. Da die rechte Seite 
Null wirdj wenn gs=n ist , so ist ohne Weiteres der im vorigen Ar- 
tikel ausgesprochenen Bedingung Genüge geschehen. Wir müssen nun 
die Werthe welche (9) und (10) geben, in die Gleichung (6) sub- 
Hituiren. 

Mit Kücksicht darauf diüi 

B2 
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11^ CM i« eot iV s i^t^ cos (ut •>!- i'xT) 
B (^«n oM ({i-t-h) X -t- iV) s etc. 
u^«t^^ 00« ix «n <V = tfi>tfi^ sin («v + «"«7 
t^i/n iin /jp (in = _ t^'>ii''^ cos (ü + j V) 
8 — iiC*^)«^o CO» ((4-|-Ä)« + iV) s etc. 

wo h etoe inUkültrlidie gante, posHire oder negntiTe Zahl bedeutet, 
wenn, wie im vorliegenden Falle, dielndices i und / und sellwt wenn 
nur eine dieser Grü&en Ton — oo bis + oo durcb alle ganse ZaUen 
auagedebnt wird, bekommt man ohne Mühe: 

l^r {[^ (^)- « ^ (Q] co.(«.+*,) 

+.(i^)eo..v-,ir Q 

■^"1=^ Ii r -T (:^) - « (^)J ^ 

4.«»Ä-Mn«Y- ^*il*ain^r(^ 

Der Co(^fficient irgend eines Gliedes, in welchem weder ^ = o 
noch Ki=o ist, crgicht sich imniittclbar aus den» ersten Gliedc eines 
jeden der beiden lliiuptglicdcr des TOrstehenden Ausdrucks, nicht so 
aber der Coefficient eines Gliedes, in welchem entweder k=:= o oder 
xssü, diesen erhält mau theils aus den geaaimten Gliedern, theils aus 
den nachfolgenden. So giebt, wenn wir in dem enien llauptgliede 
i^so machen, das eiate Glied den Go3&cienten von coe »y = 

~ Ksr} 

und das zweite Glied fugt diesem 

-ar) 

hinzu. Aber es ist, wie bereits angeiuhrt, 
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aUo haben wir den ^^aozcn in Rede stehenden Co^ßcienten 

J / dR' \ 

Wenn wir in dem ersten llaiiptglirdc x = o raftcheilf «Ogiiebtdu 
erste Glied desselben den Coeillcieaten von cos kg 



T \ de ) 



und das dritle Glied fö^ dietem 

hinni. Da mm nach dem Vorhergehenden 



(^) = 



3« 



ist, ao i«t der Yo]]atind%e CoSlBcient toq cm 4^ Null. Da« erste Glied 
deaielben Haoptgjiedes giebi endltch den CoeflBcienten Ton cos o, daa 
in daa constante Glied 

und die folgenden Glieder fugen diesem 

'(^)-»'-' 

hinau, daa constante Glied ist also voUstindig 

Auf dte nemliche Art beredmet man die Co€flicieBten der venchiedeno 
artigen Glieder in dem sweiten HauptgUede. Dies vorausgeMtitj sd» 
mit Ausnahme der Glieder, in welchen == o oder » ss o ist, 

»'=-lir{*4(^.)-«4(-^)} 

(ur die Glieder aber, in welchen reip. itso oder »aso ist» mit Aus- 
nahme von Jt*'", sei 



uf'^t^'' cos ix cos i'jc' ^ 
z* t* cos la: sux i'^ 

«^""^"«n ix sin/V 




II 
u 
u 



h eine willJcührliche gan^o 
wenn, ^'^/•«^ vorliegenden Fajj; ' 
nur eine dieser Gröfsen von _ * 
atx^gedehnt wird, bekomnu n^an of 

T>» Coeffleieni i^end ein« , 
noch K=om, ergiebt si^i, 
Jeden der B^ideo Haup,gliedor de, 
aber der Coefficien. eine, Glied« i. 
x = o, "hält n,a„ theiJ, aj. , 

den nachfolgenden « ■ i 
omachen / 

omachen, das erste Ghed den Co. 
und das zweite Glied ßgt dieL 

bereit, any, . 
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Itfichi cmniiftlMn; et beduf aber für die Glieder, ia nd^en »so, 
einet Beweiset. Diete Glieder gehören m der Conttante, wddie der 
bitegnlion himEugeiugt worden, nnd die (H* Art. 9.) eine Fonction 
Tun t itt, weldie to bcttimmt werden mo&, dafii dat Integral Ndl 
mrd, wenn man darin r in f vemandelt. Die Richtigkeit des angege- 
benen Werthes von C'" läCit sich hwi folgende Art einaehcm. Nach 
dem TOrigen Artiltel ist dat conttante Glied in T 

- (#) 

wir haben also mit alleiniger Rücksicht auf diese* Glied 

J* Tdr = anrA° ' (-^) -4- CoMt. 

und hieraus der genannten Bedingung infolge: 

0 = antA'-' + Conirt. 

woraus herrotgel^t, daia 



Conrt. = — antA"'^ 




wenn wir al«o annehmea, dais 

so ist C = A'-" fr. Z.JB. fV. 

Et ist übrigens klar, dait dieses Glied dat einsige dieser Gattung 
ist, denn m dem ToUstftndigen Ausdrucke für T kommt weiter kein 
Glied TOr, welches von r frei wäre, weil A^' * =zB''* =o sind. 

Es ist eigentlich nicht nothwendig, für die übrigen Glieder der 
Constante analytische Ausdrücke zu haben, denn wenn matt die nume- 
rischen Wcrthc der Gröfsen C' * und D"-^ mit Ausnahme von €'•* und 
/}••* berechnet hat, so braucht man ?mr resp. alle, für wel( hr« die Summe 
K-i-^ oift^^rlci Werth hat, zu addiren, diese Summe mit umgekehrtem 
Zeichen genommen sind resp. wenn man X- für k -f- ^ 8chreil)t, die Grü- 
üsen C'* und U° ' , denn es ist klar, dafs alsdaou die Summen aller 
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und D** Nvtt tinci, wenn man rint, dMiit«iiii » m t aiwk lt, 
wie erfoideilidi ift. Aber ein UnutiBd, auf den idiifete unten «nf- 
naeibam machen werde, rerursadit, daCi die analytisdien Attadriidto 
von und/?**'* pofiie Dieute leisten können, idi werde daher die 

Richtigkeit der oben angesetzten Werthe beweisen. 

Vor allen Dingen ist zu bemerken, dafs C''^ mit einem Sinus 
multiplirirt ist, man n)iils daher bei der Summation, von der ich eben 
gesprochen habe, die Zeichen derjenigen C''*, für welche jcH-^ nega- 
tiv ist, umwechseln. Aber die Summe aller ^7"** mit Ausnahme der 
Glieder, iu welchen ^ = o ist, i&i Null, denn jeder specielie Werth 
s, B, «s^ und k^if welchem 

2.ukommt, hat einen correspondircudca, neuilich k z=z tj und k — p, 
für welchen 

:7=b- {4- (^) - -f (^)} — 

ist, imd eben so verhält es sich (ur negative Werthe von % und k. Die 
Snoune aller C'*-hCoiist. ist alao nach der Yerwandlnng Ton r in f: 

wo aber der Werth X- = o ausgeschlossen ist, weü wir für diesen dat 
Integral achon beredmet haben. Uieraua folg^: 

Co»...=-5^-j^(^) = 2C" 

also 

Da D' * mit einem Cosinus multiplicirt ist, so werden bei der in 
Rede stehenden Summation die Zeichen der Glieder, für welche k + X- 
negativ ist, nicht umgewechselt. Aus dem Yorheigchenden leigt sich, 
daia mit Ausnahme von »so oder A^so 
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wo jfi*" anzeigt, d«£) man in diesen GröÜMn nicht nur x in «ondem 
Mich gegenseitig in » vennuidcln «oU. Hieivus folgl ib«r, daf« 

SZ>-* = ^ S^» .„.(i6) 

ist, weil in der Summe die angefuhrlen Verwandelungen keinen Unter- 
tchied erzeugen, e« ist jedodi hier Immer noch »sso oder J(=o aus- 
genommen. . Es erhellet aher aus der Gleichung (2), dals der Factor 
Ton (^) in (13) sich in Terwanddn muls» wenn r in I uber^ 
geht» wir haben also : 

1 — c 

wo in der rechten Seite der Werth it ss o nnter dem Suramenieichen 
einbegriflen ist, und in der linken Seite nmk verwandelt werden mii& 
Hieraus folgt aber; 

wo dieselben Bedingungen statt finden. 

Nach der Integrati<m in Hrzirhung auf t ist aber die Summe der 
Coefficienten des Factors Ton r (-^j in (15) 

= XD^* -k- XD^'* 4* Const. s o 

wenn x in ^ yerwandelt wird. Aus dieser Gleidiung, verbunden mit 

( 1 6) und (16*), ergiebt sich : 

o=gConsU4> i - t^ — r^-rf*'* --r*-'^* — -r^' "-»-«^* 

man Kiak terwandelt« Suhstitnirt man hierin die WerUie der 
Gr&fiien unter dem Summeoaeichen und erwügt, dals das erste dieser 
Glieder^ nemlldi Xlt't das ehiaige ist, wddies den Werth i( = o ein« 
•chiieftt, so erglebt sidi, wenn man angleieh » in A verwandelt: 

c 



18 Gegaueü^ Störungen 

wo überall in deu Suuimeuzeichen der Werth ^- = o ausgeschlossen ist. 
Wir wehen hieraus : 

und hieraut 
aiM^noramen: 

ff^ t Z» S* t 



6. 

Um die Gleichung (15) nach I ni integriren, mSasen vrir die 
Bntwicldong der Difierentlalqnotienten Ton 0 haben. Sei 

a = (^i,c) cos (fff+iY) + ^ (^i» am 

wo i und i' ganze Zahlen sind, und die mit einem Striche versehenen 
Buchstaben sich auf den störenden Planeten beziehen. Die Zahl i 
werde yon — 00 bis + 00, die Zahl /' aber nur von 0 bis -f- 00, oder 
welches einerlei ist, Ton — 00 bis 0 ausgedehnt* Die erste Gleichung 

giebt : 

und äomit verwandelt sich die Gleichung (15) durch Hülfe der Rela- 
tionen (1 1) ohne Weiteres In folgende : 

.jTdT^^{0* (i-*.*;c)^./^* eos («y+^gr+iV) 

(/-Ä) (i^AXs)+£>-'* [i-Ä./;*]] sin (Ky-^^+i'g') 
+ " - C^* i i; ,) cos (i jT+iV) 



am 



nm 
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wO| wie ich e« in der Folge <tets thun werde, 

j; =s AT — nt 

(#) 



i«t, «o haben wir: 



, (^) 

— a; — 



(1) 



aber, da nach (H. Art. 13.) bei der ersten Approxunation {^) = i 
gesetzt werden mu£i, co folgt, dafs 



augcuoinuiea werden inufs. Wir haben alsOi wenn wir die Gleichung 
(17) mit ndt nniltipliciren und int^riren, welches kerne Sdiwieiigkeit 
darbietet, 

A (1— C) T 

-7- -isw 

Die Grofüo nr ist eigentlich fiie diesem Integrale hinzuzufügende 
(^onstaT)tp Ol. All. 7.), statt Hessru habe ich aber (1 — c) nr addirt, 
die trsache davon wird gleich folgen. 



30 Gtgaueil^jBa SlSnuiggm 

Die obige Liteg^wtioik litot auf rlditig sn ecte, wenn iaBi'ttO 
Un, und um die Glieder ni bekommen, welcbe dieser spedelle FaU 
binaif&gt, mflsaen wir »ir Gleichiiiig (17) »irfickkebren. Madit man 
bierin i« i's o und integrirt, so e^elit mch för diese Glieder: 

(19) .... »< = « (— *,o,*) C-* £-A,o,«] i?-'} A< «ia XV 

+ « ^ {(_*) (-*,«,«) C--* + [-*,o,c] />-•»} »<coaicy 

wplcho? dpm Torhrrgrlirnden Ausdruc ke hinzugefügt werden mnfs, um 
den vollstaiulit;c'M Werth von zu hokomnicn. Unter den Wcrthen 
welche K bckniumt, ist überall x = n einbegrilTen , wir habca daher, 
wenn nicht jnu / — / = ü soudera auch x = o ist, wie aus (19) herror- 
gebt, in das Glied: 

Dieses Glied vereinigt sich mit der mittleren Bewegung des Pla- 
neten, oder Tidmehr es Tenusacbt, dals diejenige mittlere Bewegung, 
weldie man durdi Hülfe der astronomischen Beobaditimgen findet» 
nicbt die wahre mittlere Bewegung ist, welche ohne Einwirkung der 
störenden Pbneten statt finde, obg^eldb bekannter Maa&en die grolse 
Acbse unTeränderlicb ist. Wir wollen nun die der Gleidinng (18) fain- 
sugefiigte Gonstante c so bestinwten, dats 

(20) .... e = « {(- /) (— A-, 0. c) C* ' + [~ k, 0, c] } 

Hierdurch ist bewirkt, dals 

n^ssHv (nr — A^ 4- periodischen Stfifung^, 
nüthia nach der Verwandelung Ton r in f 

nz =. ni -k- periodischen Störungen 

ist, und unter n wird ron jettt an überall derjenige Werth der mitt- 
leren Bewegung verstanden, welcher sich durch die Heobaehtuntren 
nach Ahzusj der periodischen Störungen ergiebt; unter n\ « etc. wird 
in Beziehuni; auf die störenden Planeten dasselbe verstanden. Wir 
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nähern un« dadurch den» wahren Werthe der Störungen , oder wir 
schlic(sen, mit andern Worten, dadurch in die Gleichungen (IS) und 
(19) acliOD einige Störungen der nvdten Ordnung in Be^^u^ auf die 
BÜMien ein (*). 

7. 

Die Gleichnngen (18) und (l^) und ebenfalls die Gleichung (l7), 
wenn diese benntst werden soll, erfordern zwei Summationeo, eine in 

Bezlehting auf Ic und eine in Beziehung auf k. Ncmlich um ein ge^visscs 
Glied in nz, 7.. B. dasjenige, dessen Argument -4-2^' ist, su berech- 
nen, mufs man in die Coe£Qcienten der Argumente 

beredmen, dies itt die Sitnunation in Beiichimg auf k, und jedes die- 
ser Glieder wird durch dne Summation in Beslehong auf A erhalten. 
Z. B. den Go£fficienten des mit sin (— y-l-4^+S£') multiplicirtcn 
Gliedes cfbik man aus der Summe 

{h (i, 2, c) C-* * + [4, 2, c] } 
+ {5 (5, «, C) C-«- + [S. S, ü] -} 

+ {( (6, «, c) + [tf, «, fl } 
etc. 

4-{3(j,«,c) C ' [3, 2, c] Z>-' • } 
+ {s(s,s,*)C • +[s,a,«l/>- ' } 
etc. 

weidie nodi mit « maltiplicirt werden muls; eben so be> 
kommt man die Co^Bctenten aller übrige Glieder. Das dritte und 



^ DiCM Constäiite c ist fliie i'iberzählige; llin Tii li.ifTenlipit \%ir>I durrliaiu nicht 
dorcd Am innere Wesen der Aufgabe Lrslitnmt, und sie kann daher jeden LelieLigcn 
Werth, die Null nicht auigenommen, annebaeo. Wie man aie auch bettiaunen mag, so 
hat nu rar dmaf an fdwo, 4ab <6e Gröltca, öo dwch dicae wOlkShdiche Bcrtanmaig 
espUcite oder impUciie FoncUon derMÜtcB wnlao, dleiclhai Warthe Miahfii, die lie 
udemFaUe, wo«MOiM, annehsica. 



33 



Gagetueitigß Siörungs» 



'vierte Glied der Gl^drang (18) gehOrt den F<UeD| wo«s:oist, an, 
und wird den rttp» Gliedern gleidk addirt; es erfordert, wie man deht, 
l^r keine Summation. Die beiden letzten Glieder derselben Gleidinng 

verschwinden nach der Vervrandelung Ton r in f, man miifs sie aber 
dem Werthe Ton hinzufiigen, wenn man, itm die Richtigkoii der 
Rechnung zu prüfen, von der Bedingiingsgleichung Gebrauch machen 
will, welche (II. Art. 17.) gegeben ht; (iioso Gliedpr sind ilbrigens 
iedenfalls am Ii tiotliweadig, weuu mau die Störungea der zweitea Ord- 
nung bererlinen luufs. 

Wenn man nach ( I S) iitul ( I '.') idie Slöningen eines Pl.melen rech- 
uet, HO orduel uiau aiu vorlheilhalLet>leu die Kechuuiig üo, düGi uiaii die 

Logjintfaniai der folgenden Tier Grö&en neben einander hinsdireäit: 

zu diesen addirt man beziehtjngsweise die Logarithmen von C" " und 
von C" und />'•" etc. und von C"' " nnd /?""' etc., die man 
zu diesem Zwecke der Ordnung nach auf den untern Hand eines Strei- 
fen Papiers hinschreil)t. Die SO erhahetieii (rliedcr gchüreii resp. zu 
den Argumeateu oy -i- tg+i'g\ y + '^H- < etc., — y -i- 'g + ig' 
etc. Hierauf multiplicirt man dieidben Entwklelui^iNiOä&cienten tob 
n mit 

r/t' II 

und muttiplicirt diese Prodncte besiehungsweise mit tmd Z>*'', mit 
und />''* etc. und mit €''*' und B-*'* etc., dies giebt resp. die 
Coefficienten der Argumente oy (/+ <) g+i'g\ y+ (<-ht) g-t-i'if etc, 
— y + g^i'g" elc.y und so fahrt man fort, bis man auf Glieder 
^ovamt, welche Temachlfissigt werden können. Ist man mit der R^he 

uiid den diesen correspondircnden C'' und C"'* und V' ' etc. 

fertig, so geht man zur Reihe 
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und den diesen conespondirenden C"^*-und />"•"', C"*"* und elc. 
über. 

Nach den. Bntwiclielim^coeffideiiteii (A''«) etc* nimmt man 
(t+ii «) etc. oder (t— i, etc. vor. Wenn dte EzoentricHit des 
gestört«! inaneten nicht gar xu groft ist» so wird man nur sehr wenig 

Glieder für jeden StdrungtcoefBdenten zu berechnen nöihig haben, 
denn die Reilicn convergiren sehr stark, wie mnn nus den weiter miten 
folgenden Zahlenweilhcn ffir Jupiter und Saturn sehen kann. 

Die Torhprgrhonde Darstellung der Rechnung führt gleichsam 
von selbst auf eine antlrrc Reihenfolge der Argurnrntc, wie die bisher 
gebräiK hlirhe. Man sieht neinlich, dafs in der Bereehnung des /.um 
Argumente ig + pg gehörigen Coeflicienten im Allgemeinen alle Ent- 
wickelung«coeffidentea der Gröfse Sl concurrirca, in welchen 
ist; aber auch nur diese. Die Berechnung der Störunge theflt sich 
also in so vkle Abtheilungen, als fQr i' mericliche Werthe vorhanden 
sind. Wenn man also diese duirdi p, q etc beseicbnet, so bdcommt 
man die Argumente fblgendeimaalsen geordnet: 

etc. etc. + etc. 

+ tUs, -t- etc. •f.etc. 

Eine jede dieser Columnen bildet eine Reihe, die von einem ge- 
wissen Gliede an, vorwirts und rückwärts convergirt, und sich ins Un- 
merkliche verliert. Für das gröiste Glied einer jeden solchen Columne 
lilst sich ein genSherter Ausdruck geben; ich mülste aber, um Ihn 

abiuleiten, einen Umweg nehmen, indem ich lange Entwickelungen 
madicn müfsto, die weiter nicht gebraucht würden. Ich glaube daher 
dies übei^ehen zu können, und um so mehr, da sich ohne Weiteres 
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die Grenzen togeben lassen, Ewitclien welchea da» g^dfite Glied noth> 
wendig liegen mu£». Diese Grenzen sind für die obigen GolonuMn 
mp* auf der einen Seite da« Glied, in welchem 

i « - 

etc. 

und auf der andera Seite das Glied, dessen Argnmente in den hori- 
zontalen Reihen 

etc., — »n+f»«', ^n+pn\ pn\ n-i-pn\ 3n-i-pn\ etc. 
etc., — » + qn\ ^nf, n+qn', »n+^u', in-^qn', etc. 

das Udnate Glied correapondirt. Mit diesen Greuen kann man «ich 
in der Anwendung immer begnügen. Man mufs die Rechnung mit den 
Gliedern anfangen, welche sie einschlieben, und dann die Reihen TOr- 
wfirt« und rückwärts fortsetzen, bis sie unmerklich werden. 

Anstatt die Störungen nach den ClcichTineen (18) und (19) 
zu berechnen, kann man sich unmittelbar der Gleichung (17) bedie- 
nen, nnd den Integrationsprocefs naoldier auf die so erlialtenen nu- 
merischen Werlhe der Coefficienteu Ton f Td t aiiweuden. Die 
Mühe der Rechnung ist beinahe dieselbe, denn die hierauf zu berech- 
nende Intention wird öemlich durch den Umstand aufgehoben, dai« 
man in (t7) nur die Glieder für positire Werthe Ton k au berechnen 
braucht, denn da C*^* =— und = D-^ ist, und die yot- 
ber genannten Pactoren hier wegfallen, so kann man die Glie- 

der Iftr die negativen i aus denen für die positiven schon berech- 
neten abschreiben. Übrigens brauchen wir JTdr auf jeden Fall für 
die Berechnung der Störungen der zweiten Ordnung, und e« wird da- 
her, wenn diese Slörnngen merklich werden können, immer am vor- 
theilhaftesten sein. di<'>.e Gröfse zu berechnen tmd von da zu über- 
zugehen. Wir bekommen nach der Gleichung (17) diese Grö£se in 
folgender Form: 

Jrdv SB s cos (Ky -t- -t< *y ) -I- «, sin (k V -l- 1^ -f. iV) 
-H < xcos (iev-l-i^'-#-iy) -f- < ar sin («y -I- <^ H- «V) 
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wo XU Jbemei^eii ist, daft üi den beiden leisten GUedera fanmer »so 
in. Wenn man diesen Ausdruck nüt ndt multipUeirt und mit BerQdt- 
sidhtigung dessen, was oben yon der Constante e geaagl lal» integrirt, 
so erg^ebt sich, mit Ausnahme der Glieds, in weldien i^i'sa o ist: 

sr^jiT * 

und fiir die Glieder, in weldten isi'ao ist, haben wir: 

tt{ = a, nt sin xy -I- a, n r cos »y • 

Der Constante wird, wie atia (30) herrorgeht, derWerUi beigelegt» 
den das conaUnte Glied in fTdr bat. 

8. 

Die Rrchnungsmethode, welche ich bis jetzt Torgctragen habe, 
läfst sicli sehr abkürzen. Diese Abkür/.ung, die ich jet/.t ciilwickela 
werde, isi schon beträchtlich für die Berechnung der Slörungen der 
ersten Ordnung, aber sie wird es, wie man in der Folge sehen wird, 
in einem weit höheren Grade bei der Berechnung der Störungen der 
iweiten und höheren Ordnungen. 

Man braucht die Summation in Benehung auf » nur für die fol- 
genden drei Wertfae auszuführen, nemlich f&r i»=so, »si und »ss 
— 1, aua den letalen beiden lassen sieb die ubi%en Glieder auf eine 
höchst einfache Weise berechnen. Wir wollen, um dies au zeigen, die 
Gleichung (13), oder (8) Tielmehr, vornehmen. Es Ist h iebt eimn* 
sehen, daiä man diese Gleichung durch die iblgende darstellen kann: 

Tssn G coa »y + n JIkR' sin xy 

B 
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wo G und JJswd Functionea Ton I sind, die kein t enthalten. HieF> 
ans ei^d>t aidi, wenn man mit dr multiplidrt und integiirt; 

nnd iur hat man, wenigste ns die Glieder erster Ordnung in Be- 
liebiing auf die Massen anbelangend, einen analc^ien Ausdnu^, oder 
es ist d»en&Us, wenn M und Ii xwei andere Functionen TOn i ohne r 
bedeuten: 

ni = JII (-^) sin KV — AÄ- cot »v 

Wir werden in der Folge sehen, in wie weit dieses auch für ilie 
Störungen der höheren Ordnungen statt findet. — Es ist in den tot- 

stehcnden Ansdrürlcpn auf dir der Integration nach t hinzuzufügende 
Constante keine liru ksichl gcnoraiiien worden, denn man kann sie sich 
in der Grufse // oder A' enthalten vorstellen. Übrigens Iji mrhen wir 
sie gar nicht, weil wir uns nur mit den Güedem beschäftigen wcrdeO) 
in welchen k nicht Null ist. Sei nun 

G oder auch A/ = W cos ß — W sin ß 
— II oder auch — iV = V cos ß + Y sin ß 

wo nur Abkürzung ß für ig + i'g' geschrieben ist. Durch Substitution 
dieser Werth c in die Torstebendeu Ausdrücke erg^ebt sich aufolge der 
Relationen (11): 

JTdr oder auch as o^) sin i3) -h eo« (»y -1-/3} 

wenn wir 

W'(^) + Vil--if' 

setxen. ~- Ich bemerke ziim iFberfltifs, dafs diese a mit den im TOrigen . 
Artikel gleich beuäuuleu nicht ganz eiuerlei sind. 

Wir wollen nun einige specielle Werthe dieser Coefficienten Tor- 
nehmen, etwa 
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Wenn wir die erste und dritte dieser Gleichungen addiren und 
MibtnUfen, <o er^jiebt «ich: 

* — ilP» 
W — ^. 

und wenn wir diese Wertlie von V" uiul \V in (]t> rwcitc und vierte der 
Torhergeheudeu Gleichungen suhsUtuiren, «o bekommen wir; 

es ist kUr, <Ufs num eis fihnlidies Resultat bekommt, welche svrri auf« 
dBuder folgende Coefficienten man auch mit einander TCibindet, und 
eben&Ils, dafs man für die Coeßlcienlen des Cosiaus ein analogca Re- 
fultat erhält. Wenn wir daher fiir ein positivea % aetsen : 
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und annekmen, dab »|*~"' = ij<"' und 6^""' = 6^*' sei, so Laben wir für 
ein posiÜTes »: 

^ i^*> = i|W . «<-) + ew , 

und für ein neg^tiTa• tt: 

in welchen Gloirlinngen aber der Wortli k = o ausgeschlossen ist. Wenn 
man also nach den Vorschriften der voihcr^ohciulen Artikel die Coeffi- 
cicnten der Glieder gerechnet hat, in welchen x =o, k~i und }c = 
— t ist, so kann man nach den Formeln (2J) alle iibrigen Coefilcienten 
berechnen. Die Coefilcienten der Glieder, in welchen x = o ist, könn- 
ten dadnrck Imtimmt werden» dai» der Bedingungsgleichung (H. Art 17.) 
Genfige geleutet wQrde, allein e» i«t klar, daCi diete alsdann nidu mr 
Prüfung der numerisdien Redumng angewandt werden kdnnte; et i«t 
daher TortheiUiaf^ diese Glieder direct ni berechnen« und eben deshalb 
habe ich im Art. 5. die analytischen Ansdr&cke Ton C * nndZ)**' ge> 
gdien. Die Anwendung der Gleichungen (23) ist sehr einfach, wenn die 
Excentricität des gestörten Planeten sich nicht der Einheit gar zu sehr 
nähert. Es ist wohl nicht überflüssig, einige der dem Saturn zukomraen- 
den numerischen Wertlie hieher zu sct/.en. Für diesen Planelen, des- 
sen Fxeentrieität ohngefähr j| ist, hat man, wie weiter unten berechnet 
werden wird, 

1)*** = + MiiO^ 
= 4* O^OOOMISS 

und unter den StSmngMoelEdenttn, in deren Argumente » s ist 
der grOiste ss 

-f- 7787873 cos (y 4- 0^' — g} 
Das Product dieses CoelBdenten mit 9"' g|ebt 

o','ooi 

welches auf jeden Fall vernachlässigt werden kann. Aus mchrerem 
Grunde kaou man die Gröüsen etc. übergehen, und mau bekommt 
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a]40 bis auf Sccuntle genau und in den meisten Fällen nocli genauer, 
C5r diesen Plaueten die Glieder, worin « = + aus denen wo k = it i 
ist, durcli die eiiifacbe MultipÜcation mit der Zahl o,oi4o.... Diese 
ReduMing ist to einfadk, daüs man sie, ohne eine ZwitekensaU hin* 
xusdireibcn, im Kopfe madien kann; die Glied«, wo ic gröfter ist als 
± lind natfirlidi eben so einfach m eilialten. 

Damit man beurtheilen könne, wddken Wevlh die GvOlseik ii''^ 
und 6^') für eine andere Exccntricität anndinien, habe ich von einige 
derselben die ersten Glieder nach den Potenten der Ezcentricltlt ent* 
widieU. Diese nnd: 





1 

4 


0 L e» 4. oe' 4- 

16 


V" — 


1 
S 


1 a Ii 
S SM 




t 

3 


* ^ <?' 4- etc. 




1 

» 


«' + -5^ e» + etc. 




1 

~» 


c' 4- «• + etc. 




no 


4-etc. 



Hieraus sieht man schon , da& die in Rode stehenden Glieder 
wenigstens bis jc = ±j convcrgiren, wenn auch die Kxcentricität = 1 
ist; CS läfst sich übrigens beweisen, dafs alle convergiren müssen, wenn 
die Excculric ität auch noch so wenig kleiner wie die Einheit ist, doch 
da die Darlegung dieser Prindpien nicht mit dem Zwecke zusammen- 
gebdft, dem diese Abhandlung gewidmet ttt, so iibergdke ich sie. 



Die Störungen des Logarithmus des Radius Vectors bekommt num 
ans dem Werthe von ^ durch Hülfe der Relation, welche (II. Art. 1 1.) 
entwickelt ist. Die Gleichung (II. 16.) läfst sich vereinfaehen. Wenn wir 
vorläufig nur auf die Stdrungen erster Ordnung Rücksicht nehmen, so ist 



so Gegnued^ 
und iram vrir vberdies xnr Ablfirzung 

an / dQ \ _ dS 
Vrr? \dy}^ dt 

setzen, so geiil die genannte Gleichung (H. 16.) in folgende über: 

Diese Gleichung ist naeh t integrabel und giebt 
(25).... 2i(f) = S - 



Ich habe hier statt ^ geschrieben, wie ich es in einem solchen 

Falle stets thim werde, nemlich vm ,'mztizoigen. rlnf'i <lic der Integra- 
tion, wrlrlic uns i gegeben hat, zugefügte Constanle r hier weggelassen 
werden mvifs. 

Wenn wir die letzte Gleichung nach t dÜTerenltiren, so ergiebt 
sich, weil S kein r enthält: 



Es 7.eige nun ein Querstrich über einer Gröfse an, dafs in dieser 
Gröise r in < Tcrwandeit werden solle, dann ist (U. Art. 17.): 



äj dt 

alio ei^ebt «ich aut d« Torigen Gleichung, da£i 

dl(r) J_ IPf 

dt '~' 3 T?" 

Wenn warn diMc Gleichung mit dt multiplicirt und bitegiirt, to 
erbilt men: • 

ä*4 



(26).... /(r) « 4-/4^^ + 
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Nach (H. Art. 8.) uraft dem Integral, wekbes den Werth TOa 
/(r) giebt) anatatt der CoiMtante der rein elliptiache Werth des Logp- 
rithmva des Radius Vectora» ivelcher aber mit »z statt der mittleren 
LSnge berecimet irird, hinzugefügt werden. Die dem obigen Integral 
hinzugefügte Constante bezieht sich aber nicht hierauf, sondern es ist 
eine wirkliche Constante, welche bei der zweiten Diftereutiation der 
Gröfse ^ nach t versch^vunden sein kann. Um sie zw bestimmen, be- 
merke icli, dafs die Glcirhim^ (21) dieses Artikels <li^^ ni.-icJuing (H. 14.) 
vollständig bis auf Grufsoii erster Orcliiiiiiji, incl. ro{u\i ^ n l irf . das Inte- 
gral dieser Gleichung also, welches (26) ist, bekonnut knne andere 
Constante als den mit ^ statt r nach den Formeln der rein elliptischen 
Bewegung berechneten /j. Verwandeln -mr in dieser Gleidiung r in 
so ergiebt sich: 

l(r) = -tS 

^ ^ i a dt 

Die Vergleichimg dieses Werthes von / (r) mit dem sich aus (26) 
ergebenden gMbt die verlangte Constante. Diese Yergleicbung giebt: 

Aber das erste Glied der linken Seite kann sowenig wie S ein con- 
stantes Glied enthalten, wir beben daher 

Const. = — 4- - ^f:— 
3 dt 

mit aUeiniger Rüdcsicht auf das in -^fp- enthaltene constante Glied. 
Hiebei kommt aber der in Art. 6. angeführte ümstand in Betracht, 

dafs die mittlere Bewegung, welche man aus den Beobachtungen ab- 
leitet, nicht diejenige ist, welche ohne das Dasein der Störungen statt 
finden würde; diese letztgenannte mufs aber eigentlich angewandt wer- 
den, um den ia 7.x\ berechnen, welcher zur Heret liming des Ir aus den 
rein elliptischen Formeln dirnt. Wir haben aber obeu die Störungen 
der LSnge so eingericbiet, dafs das durch die Beobachtungen gegebene 
n allenthalbeu angewandt werden mufs, wir werden daher auch jetzt 
die Störungen des Logarithmus des Radius Vectors so einrichten» dafs 
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das «nt diesem n felgeade gebraacht werden mnft. Za dem Ende 
bdioount die obige Coottante nodi ein Glied, welcbci ich }elst be- 

•tiinmcn werde. 

Alis dem Art. 6. ergicbt sich, dafs die mittlere Bewegung, sowie 
sie ohne das Dasein der störenden Körper statt finden würde, 

ist, wmn n die beobachtete nitllere Bewegung ist, und aifolge der 

<«•'■> n:' = u, 

mfiläien wir also la^ ans folgender Gleiehung 

/«. ^ /»- -1 /(t-c) + i. /, 

berechnen, statt dessen wur, wie eben gesagt bt, die fegende anwen- 
den werden: 

* 3 

Wir müssen daher, um das richtige Resultat zu beluMnmen, an 
i(r) oder zur obigen Constanle die Gröüie 

/tf, - ia 

addiren. Diese eigidbt sich aber ans den Torstehenden Gleldinngen 
nnd wir haben daher voUstindig: 

^ 9 dl ^3 

Aber in n{Q ist das der Zeit proportion .1' (»lied, nemlich das Glied, 
"welches nach Abzug der reiu clliplischeu uiitüeren Bewegung übrig 
bleibt, wie (18) und (19) zeigen: 

n(0 = cnt 

Hieraus folgt, dals 

«(a) 8 CHI 
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und 

Subttitnimi diesen Werth in die letsSe Gleidiaiig für die 
Gonttante, «o ergiebl «ich: 

Consl. = ^ e 

und hientnt 

Wir haben 

dr 

n dt* ~~d^ 

«eil dy s ndr ist. Sei nun 



±. jy^.. = », sin {lg + i'g') + cos (i^^ + /'^ ') 
nt sin {ig-i-ig ) + «i coa (/^ + / ^ ) 
dann findet «ich leidit: 

= - - -(7^:^.^ j CO» 05 4- ) 

+ "f^ A( sin (ig-hiV) 

in -+- 1 »' V o ^ o / 

Es ist SU bemerken, dafs bei den Störungen erster Ordimng im Ar- 
gpmentc der mit nt multiplicirten r.licdcr immer i'=0 ist. Die Glei' 
cbung (29) erleidet für das iu enthaltene constante Glied eine 

Ausnahme, nhor wpnn clirsps r jjcnnnnt wird, so entsteht daran» im 
ange^hrten Integral, ohne WVitno.s hinzuzuliigf n, «las (iliod r nt. 

Wie man sieht, ist fiir die Stonmgen der erslen Ordnung die 
Gröüse (-yj-) vollständig eliminirt. Bei der Berechnung der Störungen 

E 
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der «weiten Ordnung, wo dieee GrOlse oder Tidmelir das davon ab- 
hfingl^e S auf mebriadie Weise Torkonunen wird, Bedient man aidi am 
dnfacbsten der Gleidiui^ (27)» welche 

(30).... S = 2i(r) + ^ 

gid>t. Will man sich aber die Mühe nidit Terdrieisen lassen, S auch 
direct aus der Gleiobnng 

ru berechnen, so wird durch die Ühcrcinslinimnng der atif beiderlei 
Arten berechneten Wenhe von 8 die ^um.c Ileclmung einer Prüfung 
unterworfen, die kcinesweges 7.u v»M;ir[iien ist. Die .Arbeil ist freilich 
nicht kurz zu nennen, aber sie gewalirt den voilkoiumenstcu Ersatz. 
Die Bediiigungsgleichung , welche (H. Art. 17.) gegeben ist, sichert 
nurdieSummationen, welche lur Berechnung der Störuug^coä&cienten 
nfithig sind, und wenn man diese richtig ausgeführt hat, so wird der 
Bedingnngsgleidnuig Genfige gelebtet sein, die Entwickdungsco^- 
deuten Ton O mOgen noch so falsdi sein. IKe eben angeföhtte Be- 
dingungsgleichung hingegen sichert die Richtigkeil dieser. Nun lAÜst 
sich freilich die Berechnui^ dieser EntwickelungscoefftcienteD, wie wir 
weiter unten sehen werden, so einrichten, dafs man die vollkommenste 
Überzeiigtmg erlangen kann, dafs sie fehlerfrei seion. ,iher es ist den- 
noch von grofsem Nutzen, die eben angezeigte iitdinj^ungsgleichung zu 
berechnen, weil sie am Sc hlusse der Rechnung die lÜchtigkeit dersel- 
ben gleichsam auschaulich vor Augen legt. 

Wenn man nicht nur die Stdrungen des Planeten m, sondern 
auch die des Planeten m' redmet, so kann man denselben Zweck auf 
eine weit künere Welse eireichen. Wir haben aus dem Torheigd^enden 

und diesem analog für den Planeten m' : 
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Ntm ut aber bekanntlidi iur den eisten Theil Ton fi| das ist f&r 

■«rv"^/'*' « VrfT"/ ^ ■JS?' V rf« / — «» ^"as"/ 

und daher nach der Eatwicieluog: 
wenn man 

( = V (^+'V) + 4 cos (v^-.Y) 

setzt. Femer haben irir für den xweiten Theil von O oder für Si„ und 
o;(H. Art. 26.): 

1^ (^) = ^ ■ 0'^+'"^') + -^'^ x;- ' cos (/^+.V) 

^ (4«i) = ir «n <V+'V) + i'*" CO» (V+'Y) 

wenn die X und die X ri" p, die Eniwickelungscoefficienten Ton (•'^) 
und ( jT") bedeuten, wo uuler \^ die Gröfee 

~.r/ |cos* Y leos (u — lO + sin' Y IiM»s(tt + iO| 

verstanden wird. Die Summe der vorstehenden Gleichungen (a) und 
(b) giebt, wenn man sie mit ~- multiplicict: 

m' 

an / rfft \ K an / «fC \ 

+ 1;^^^^ cos(^+/'^ 

Wenn man diese Gleichung mit dl rauhiplicirt und inlegn'rt, 
und dabei auf die eben gegebenen Wcrthe von S und S Rücksicht 
aunmty so entsteht 

Es 
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an 



1« -f- i'n' 



JM 



in +• »'»' 



Wir luben aber auch aiis der Torliergelienden Reduung 

S = .nr) + ^ 

oder» dl man diese Gröfsen als unendliclie Reihen erhält: 

S = JV;-' cos (ii^-i- i'f^') -f- jY; sin + 

S' = iV;'- COS ^ ) H- - siQ(lg+iß') 

Ea eigeben sich demnach folgende Bcdiognngagleidnmgen, welche» 
jrie jene, über die Richtigkeit der Reihenentwiekelung Ton O und 
r (^) entscheiden. 

0 = {a; + tA. i + - 4 {^x. +j^x:- •-*; ■) 

« Kl — <?* 



^1— 

wo zur AbkünoDg 



gesetzt ist. Diese Conlrolle hat Tor der eben enviihulea den VoiTUg, 
dafs sie nicht die Entwickeliuioen von ( '/J) und ^^^^'/^Terlangt, sondern 
nur die Entwickcliiog von (^}, welche ohnehin lür die Stüningen der 
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Breite gebrauclit weiden nuifs, und die von (j^J und welche 
leicht zu iiabeu sind^ voraussetzt. 



iO. 

Bei der Berechnung der Bicitenstörungen wollen wir Qiu der 
Gleidumgen (H. 19.) bedienen. Die«e sind: 

dp _^ a 'I / il'?. \ 

dq an / dCl\ 

WO p und q ddi mf die feste Ebene der Bebn des geitSrten Planeten 
bcsidien, welche in der gewählten Zcitepo( lie statt fand. Wir müssen 
also nun die DifEcrenlulquotienten der Grüfse n nach p und nach y, 
und für den Fall, wo p-=q=.Q ist, haben. Diese wollen wir direct 
entwickeln. Seien 

je=Brooe((^ — 9) jr' = /•' co« (t»'— &') 

^ =6 r cos / sin {y — 9) ^' = / cos /' sin (v — ö') 

s 8 r «in i sin (c — d) s' ass / sin i' sin (««^~ 

Wir k&men die Gröben i\ 0 und ^ dergestalt ttmebmeni daft 
die Ebene der x und^, welche übrigens willkührlich ist, mit der Ebene 
der x' und y msammen fidlt; es &llen jedoch alsdann, wie ans der 
den Coordinaten gegel)cneii Form hervorgeht, die Achsen der x und 
Atrjr nlcbt mit den Achsen der x' und der j^' zusammen. Die Achse 
der X ist nemlii h die Diirrhsrhnitlslinif der Plaiietenbalm m mit der 
willkührlirhcn Khcne, und die Achse der jc' ist die Durchhchniltslinie 
der Planetenbahn ///' mit derselbfn Ehrnf . Aber wenn wir mit Jr , > 
und z, die Coordiaaleu des Plaaelcu m bczcit hncn, welche resp. mit 
x'j j ' und z parallel sind, so haben wir bekanntlich 

X, =7 sin 0'- 9) + jc cos (9'- 5) 
r. = r cos (if'— d) — X sin (ß'-— 6) 
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also wfr die obigen WerUie von x, 7- und s fttlistitinren: 

a:, = r sin 0' — 9) cos i sin (v — 9) + r cos (6 — 6) cos (f — 9) 
y,-=.r cos (6' — 9) cos i sia (f — 9) — • r aia (ö -— 6) cos (»» — 6) 
%,-ss.r « «ia (c — 9) 

Diese Werthc Ton 4« und j/, 7, geben, wenn man sie In 
-I- (/— /i)* 4- (^^«y » ^1' «ubsUtutit» und »ir Abkfinnng 

mMUt: 

a;='^4-'"— »»^ «in (ö— ö) cot i«in 11 co« 1^ 

H- C'y' ain ^ cos f cos uaio sn'cos(9'— 0) cos u cot tt' 
sr^cos (^—9) coti cosi'dn u dn li^tn'uoi nni'ain uaiai/ 

£Uiiuairt mau uuu i uitd durch die Gleichungen 

p 8s sin i sin 9 
y s sin i cos 9 

woraus sich ergicbt: 



sin -7-^ 1 cos 6 » -T _ - - 1.=— 

ao bekommt auus, wenn man überdies Ton der identischen Gleidnmg 

Gebrauch macht : 

2fj/QQg i'sin **P co»6'+pq («in t^tin 5 '— co » f co> 6^ — ^'«xvio 

— sr/ cos zi' (cos V cos 9'+ sin v sin 9') 

■+- 2rr' cos i' sin «' (cos f «in 9' — sin f cos 9") 

•I- srr' «in i' am cot — y sin v) 
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Man acht •ogleich , dal» in dem DißeffMrtialqaotieiiten dieser 
GrSfie, sei es nach p oder nach 7, alle Glieder bis auf das leute Eine 
dieser beiden Gröls«! als Factor enthalten werden; dieae Glieder wer» 
den also Teischwinden, wenn nadi der Differentiation ^sy=so 
madit wird. Wir haben daher ohne Weiteres in dem genannten Falle: 

^ = I " cos 1/ ; ("^^ = — rr' sin 1 sin td tuiv 

wo s" in I nnd 6^ in 8 flbeigegangen , also 

Ist. Ifieran» bekommen wir» wenn wir überdies 

u — V — 0 

machen: 

( dat\ mf ri*ian\m uf ern («-t-g) 

Wenn man die in (H.Art. 24.) gegebenen Werthe TOn Q, und 
mit einander Tei^leidit, so wird man leicht gewahr, da& man (-^^) 
mid (4^) ^ (c^) (^9 ) '^'^^^^■Bmt, wenn man in diesen 
— . för A* schreibt; wir haben also sogleich: 

-^^= — -ps- sinlsinu COS (u + e) 

(^) ^^d«lA./*.(«+e) 

und ans ähnlichen Grfinden ist 

^-—^ =3 rr' sin I sin cos (u + Q) 

^J^^ = — rr' ain I sinn' sin (n-l-e) 

Mau kann die TOrälcLeudca Dificrcutialquotienteu leicht auf die 
(II. Art. 24.) nach I, 0 und v gegebenen zurückfuhren. Wenn man 
hl dn VMttehenden Fcmnein aln(tt+d) und cos auflöst und 



I 



40 Gegenseitig Siorurtßen 

die Producte der Sinuiie imd Cosinusse von » und ^ in linetriiche Si- 



coft e 



ntse 


und GosImiMe TCtifindelt, so bekommt n 


un: 


flil, 


j = — -r- — rr sml ■ 


•in («^ II*) — iin (m < 


-«) 










— — rr' nn I 


OM («>#- lO — eos (it< 


-•0 










1 = rr SU. I ' 


OM (U tt') — > GM (« 


-lO 


dg . 








<+• — — rr sin 1 


sin (u -1- u*) — «in («. 


-«') 









Anderrrspits bekommt man aus (II. Art. 24.), wenn man (^f, ) mit sin I 
dividirt, ii^it ^ -7 ^ mulliplicirt und diese Gröi^ca addiit: 

und der dort bcfindliclie Werth von (^') iÄ^st sich folgcndennaaüien 
schreiben : 

Vergleicht man diese Ausdrucke mit den vorstehenden Werthen von 
('^) (4^) erwägt, dafs dals die betreffenden DifTerential- 
quotienten Ton a„ eben SO behandelt werden können, so ergiebt sich 
sogleich: 

m = - m {(.'«) ^ -H (^) 'S i i}*. • 

Aberesist« wenn man 

P = sin I sin 0' 
^ s sin I cos 8 

madbt (H. Art. 18,): 
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'SPß'^Käl) CMl ■•'Vrfey «iai 

'dq)~ \dv ) co»l v«fe/ "sST 

und daher gehen die ehcn gefiindeneii Gleichupgen nedi einer leichten 
Redoction in folgende über: 

(^) = - «o. I (^) - [(^) « (^) - i- (^)] ^ 
und wenn man dieie Aoadr&cke in (SL, 19.) Mibctituiit, to eigidit ndi: 

dp aH f / <i^\ 

TT = - ■n=sr "» I KW 

H- Th^ [(^) e - M^)] 

Bevor wir weiter gehen, wollen wir mit diesen ( JleichuTigen eine 
\ erancleniiig vornehmen, wodurch ohne Verlel/.urig der j^eonietriscben 
Strenge die Berechnung der Breitenstörungen bedeutend vereinfacht 
wird. Es ist ohne Weiteres klar, dafs es bei allen astrououiischeu Be« 
redurangen an dch gleichgültig ist, von welchem Punkte am aum die 
LSngen zShlt, und wenn man für diesen Punkt immer die Frühling»- 
nadktgleiche amiimmt, so geschieht dieses nur, um eine Ungieich£5rmig- 
keit itt Termeiden, welche zu Verwimingen Anlaft gdben könnte. Da 
aber, wie gesagt, der Anfangspunkt der LSngen wiUkQhrlich ist, so 
wollen wir in den vorstehenden Formeln den aufsteigenden Knoten der 
Plaaetenbahn m auf der Planetenliahn m dafür annehmen, welcher zur 
angenommenen Zeiteporhe statt l'.uid. ^Yir können den Formeln ohne 
Weiteres diese Bcdin<;ung unierlegen, aber wir thun l)csser, wenn wir 
sie analjtisch darin einführen und solchergestalt die Gleichförinig)ieit 

F 
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biiuidbtlich des Anfangspunktes der Längen wiedo: hcrsteUm. Die in 
Rede ctehende Bedingitng wird analjüich dadiuth ausgedrückt, dib 
wir von allen vorkoaunendea Längen den Bogien 9 abaelien ; aber et 
iat bekannt, dala ß ron dem Anfimgqpimkte der Lin^ nnabhin^g 
itt; es iat also Töllig ((leichgOltig» )a selbst unnüts, bei den in dkaer 
Gr5läe enthaltenen LSngen die genannte Subtraction Tononehmen, und 
wir haben daher nur von den aufscrhalb Sl TOrkommenden Längen 9 
abzuziehen, und dieses rcducirt sich darauf, in den obigen Formeln 
6 =5 0 ai machen. Ea exgiebt sich hierdurch: 

ain I 

\dPß ~- \ ,/bJ ImT 

( dsi \ ^ /-ffnx I 
~äQ) ~\dl/ co»I 

dp an 

— vn:? \3q/ 

dg an / rfa v i , an 

dt — vjiiTi VrfP^'*"^T^ 

oder wenn wir in die leisten die vorstehenden substitoiren, für die 
errte Appronnution: 

dp ^ mn /da\ 

dt y;z:p \3i/ 

~rfr~ j/jz:? Uo/ "ST ^ a ^ 

letitefeat weil wir bereila 

g^madit haben. Wenn wir nun annehmen, dalä 

(^) = v ('ff+''*'> + ^■^#^-« (*+'•'«') 
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to bekommen ivir olme Muhe tut den Tontehendea FonadB: 

mf a n dO',i',() . 

den Fall is /"= o «Mgenonmen, ^cher 

^ TTct ""3r-»' 

gjebt. Den hier zn gebraucheadea Woitli von S liat man bereits aus 
den Torhcr dargelej^tea Rechnungen. lu der letalen Formel be^cicbuet 
S'*'** da$ in S mit «f muhipUcirte Glied. Die dieaen Integralen hinzu- 
nlagenden Gonstanten lind NuJl, wdl p und ^ «ick auf die zur Zeit- 
epoche statt findende Ehene der Bahn dei Planeten m Besiehen (Siehe 
H* Art. 20.). Wir wollen diese Störungen Torläufig «o laiaen, und erst 
wenn wir die Störungen zweiter Ordnung in Besiehung auf die Massen 
berechnet haben werden, welche p \ind q zukommen, werden wir die 
Störungen der Breite über der l>eweglichen Ebene der Erli|)tik ableiten. 
Schliefslich wollpn wir noch bemerken, dafs in Folge des in diesem 
Artikel Vorgetragenen von der Knotenlänge (6) , die in den Gröf^en 
{p) und («7) vorkommt, -vvelehe nach (H. Art. 2(.) die Lage der Pla- 
netenbahn m gegen die Ecliplik zur gewüldteii Zeitepoche bestimmen, 
ebenfalls 0 abgezogen werden roufe. Wir haben abo von nun an : 

(^) = «in(0«in ((9) — ©) 
(y) = sin{Oco«((e)-e) 
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11. 

Wir woUon nun sehen, wie die EntwickelungsrorfTiricntcn von 
r* hesrhalfon sind, die in den hier gegebenen Formehi gebraucht wer- 
den. Der Herr Piofcssor Bossel hat diesen Gegenstand bereits so 
ToIIstaudig bearbeitet, da£$ in dem jetzigen Zustande der Wissenschaft 
ilichto melir hinzuzufügen ist; teine Resultate sind in der AbbAndUmg, 
weldbe „ Untermchung des 7%eib der ptanetansehen Stömngen, welker 
aus der Bewegung der Sonne entsteht* lietitelt und den Abhandlungen 
der KiSnigk. Akademie der Wissenschaften aus dem Jahre 1834 ein« 
Terleibt ist, publicirt. Aus dieser Abhandlung ergiebt sich ohne Mühe 
(Gl. [29] Art. 1 0 und 1 3.), dals die EntwickehingscoefHdenten des Qua- 
drats des Radius Vectors, so wie dessen Diflerentialquotienten nach e 
durch folsicnde Gleichungen gegeben sind, wo der Tndcv / die hierbei 
diesen Gruiten gebrauchten Indice» x und A beide repmentirt: 

y-ir) — IT + 77 

Wie man die Transeendente I berechnen soll, dariiber kann man 
in der angeführten Abhandlung nachlesen. Die dort enthaltenen, ihres 
grofsen Erfinders würdigen Voradiriften sind Torsüglich för die Fidle 
gegeben, wo e %rob ist; wenn diese Gr5lse aber nicht Tiel gröCier ist 
wie für Jupiter und Saturn, so kann raan bequem durch Hülfe der 
unendlichen Reihen berechnen. Den allgemeinen sehr eleganten Aus- 
druck für fuidct man in der angeführten Abhandlung (GL [31]), und 
daraus ergiebt sich; 

wo das GeseU des Fortganges offimbar ist. Der Coefficient ü**' ist von 
dteeer Reihe» so wie Ton den Todhergdbenden Ausdrücken «iis^edJo«> 
sen, man findet ihn aber (Bessel Gl, [39]): 

i? "" =s -L e* 
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Ich will die speciclleu Werthe dieser Grö&en bis zur 8"" Potenz 
Toa e ind. Kersetsen, wdidiet Sit den Jupiter und Saturn mdur als 
hinieidicnd ist. 
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i.e^^.^^.^,.__i_.^ + etc.} 

-L L + -L — cte.1 

h etc. > 
4- e' - + «t€. 

* — etc.J 



(^) = 

irfe y 

y rfÄ^\ _ _ 



^ ^' - ele.l 

515 J 
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1 * _ J- 4,» ^. J_ - -i. + «tc 
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Ick lidbe die GtöImii i{ mit e dhridirt, so wie die Differendal* 
quodenten mit dem mp. Lidex dividirt angcsetst, weil es eigentUdi. 
diese sind, die man für die RecfamiDg bnndit. 



12. 

Von hier wollen wir sur Eatwiclidui^ der GvOfte 

■v^ = — rr' ^cos* -j- 1 cos (« ~ 1*') + sin* y I co«(u+tt')| 

(H. Art. 24 u. 36.) übergehen. Da 

1« s p — 8 und s — d 

ist, so haben wir: 

« — a' SS (i' ~ v) — (i»'— » ) ^- (t — t') 
U'^iist (p~~9)'¥ 0^— »"i + (» + se) 

Wenn man diese Wertite fai den TOifaergelienden Ausdraeli f&r 
^ snbstituirt, die aisammengesetsten Cosinusse auCldst und ordnet, 
sae^diCsidi, wenn man 

fi) = ~ aa' j^cos (ir — t/) cos* j I + cos (jt+V — 20) sin*^ ij 
: = -^aa' [sin {v-^ cos'y I » sin («h-«'— re) sin*l l] 1^1=7 
SB ^ M' [sin (ir— «0 cos'y I + sin (r^-v'— se) sin' j iJ 

[^Ä y ««' [cos (5r— cos'y I — eo« (»-f-jr'— 20) sin*^ ij J i-V". Vi— e'' 



^ = » si| -^jj^ eo« (i» OOS (t/— w') — s^ 



rr' ti»{v — n) «m tiQ 



Art' Kl— e'" 



rr* iiii (f — »r) CO» (f '— IT* ) 



rr' »in jv—it) üu(y'—v') 



und dieser Ausdruck Terwandelt sich durch Hülfe der Gleichungen (7) 
oline Mühe in folgenden: 
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* = - ^ (^) (^) - T K^) (^) 

- 7 T (-^) (-^) - f 5^ (--2^-) ("-^) 

Sei uun nach der Katwickelung: 

i^ = V; CM (i^+<V)H-Vi 'an(i^+iV) 

imter der VonMMietxung, daß einer der beiden Indioesi and t'» glddi- 
Tiel welclier» nur Ton o bis H-oo, c»der, weldies eineclei ist» von «»«oo 
bis 0 genommen werde, «o bekommt nun leidit durch (9) und (11): 

v;'="-{'^^-.(^)(X^)}l 

Wenn wir nun für die Bewegung dei Planeten m eetaen: 

o, = W; CO. (itf+iY) -I- w; ' «in (i^-n'^') 

und für die Bewegung des Tlaueleu m : 
M» haben wir nach (H. Art. 26.): 

WV « *'* V'-'' W'-'' *** \!'.'> ' 

' — ' ' ' — ' 

und die nemlichen Rclaüöiitu finden zwisi hrii den Diflerentialquo» 
ticuien der Gröf^en -v|^, i2„undi|!, , die wir brauchen, statt. £• ist auf 
den ersten Anblick zu erkeuueu, daiä 
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und die DifiEiei«iitMlqiiotieiiieii nack I und e ergeben lidi» wenn man 
in den Formeln (36) fibri), ^, A und v die le^. IKffeientialqttotienten 
nach I und 9 schreibt. Diese erhält man dnrdi die Difieitntiation der 
Gleidmngen (35) obne Mulie wie lbl{;t: 

= •— y aa' sia I sin (nr — 0) sin (t — ©) 
(^[) =-i.«i^finIdn(»-e)coa («'-6)^7:^7' 

("sr) — T ^ ('-"®> ^ (»— ®) Vi37 

(4f ) « — -j- «in I cos (»-e) cot («'-e) yr=7* 

i--'tgi-I«n(rH.y-ae) 

(tü^^W) = - 4- --^ ^ T I «»• 

(^TOe) = - T ^ T i ^ (' + ^-*®> 



Für die im Art. 9 entwickelte Controlle brauchen wir noch die 
^^^'^''^^ i^ät) '''^ (^} Tielmdur die dort mit X beceidmetea Grtt- 
isen. Bekanntlich itt für eine Function TOn der Gattung wie 4^: 



{^) - (^) + m 



wir werden daher diese Gleichung fiir die Bestimmung der mit X be- 
zeichneten Gröfsen anwenden. Wir müssen hiebcl bemerken, dafs t 
auf y.woifarhe Art in der Entwirkclung von ^ vorlvonimt , cincsthrils 
nemlich ia den Gröfsen *), ^, A und t, und andenilhcils in den Argu- 
menten. Aber in diesen ist — iuiiner von c begleitet, weil g=.nt 
t — ir ist ; der hieraus entstehende Tbeü Ton hebt sich also ge- 
^n das Ganae auf. Wir haben demnach, um zu finden, nur 
nöthi^ die Gröfeen ij, ^, X und t nach w zu differentüren. Bs ergiebt 
•ich auf diese Art ohne Bfulhe: 
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wenu man 



9 » 



•etxt. Den DifiTerentialquotienten nadh i/ bekommen ydr, wenn wir in 
dem Differentialijuotienten nacb » alle auf den Planeten m ddi becie> 
henden Gid&en in die analogen, demPlaneten 0/ entspredienden, nnd 
nmgdcehrt Tenranddn. Wir haben also x/-' und X,'*'' reep. ans densel- 
ben Gleichungen, welche x;- und x; '' geben, wenn Wir darin ^, 9, v 
und f resp. in ^, d', und ^' Terwandeln und. dieae ans folgenden 
Glelcfauncen bestimmen: 

r = - ^ 



VT-?» 

f s - ^ i^r^ 



13. 

Die Gröfae fJ und ihre Differentialquotienten habe ich nach der 
(H. Art. 25.) angeführten Methode entwickelt. Die Formeln aber, die 

ich angewendet habe, sind nieht die, welche (TT. (3i)n.(35)) Tor- 
kommcn. Diese gelten iiir jede licliebige Anzahl n der spcciellen 
Werthe, die man berechnen raufs, und lassen sich in dieser Ausdeh- 
nung schwerlich vcreiulachen. Aber für gewisse besojidere Werthe von 
n lassen sie sich iu andere umwandeln, wodurch die Rechnung bc- 

G 



50 



G^jtmeä^ SiSnmgm 



trachtlich abgekürzt wird. Die Fonnel», welche icli geben werde, er- 
sparen bei einer Rechnung, wie die für Ju^alei und S;itiirn, die Auf- 
schlaguug vou mehr als Eintausend Logarithuteu, welche durch eine ge- 
ringere Zahl TOB Additionen und Subtivclionen der Zahlen enettt ist« 

Unter den qpecielien Werlben von a, för weldie aicli die Redi- 
mmg vereinfadien ISfi t, ist TorsQglidi der merkwürd^, wo » eme Po« 
tens der Zahl » iat. 

Da ich bei den l&r Jupiter und Saturn geführten Rechnungen 
die Wcrthe n^$9 und n = i6 gebraucht habe, so will ich ohne Wei« 
teres die diesen beiden Systemen zukommenden Formeln hersetzen. 
E«; i':» 'in Leiclitfs, fh'ese Formeln aijf die Formeln (II, 34 n« 36.) Hl* 
rückzulühren und d;ulureh ihre Richtigkrit 7ti frkcniicn. 

Es sei im Allgemeinen y die pcriotiisc iie Function der beiden 
Winkel x und jc', welche in eine unendliche Reihe eniwit kelt werden 
soll. Man rechne nun erst, indem man x'=o setzt, die 32 Werthe 
Ton;;', welchen ^8so, jcss^asii^iy, «ass -^sasaflPjo'etc. biax 
8s 31 ^ = ikt^Asf entaprieht; diese Werthe ron jr will ich resp. mit 
^•ua ^«.1 ^m,» ^* ^«f.* beseichnen, «im1 die GoSfiBdenten tob 
cos ix und sin ix in der Entwickelong der GrOlse jr^ in so fem darin 
afsssi' ^ durchgängig substituirt worden ist, werde ich rcsp. (/c),. und 
{is)_, nennen. Jetzt also werden diese Coefficicntcn (<r)g und (ij), hei« 
Üscn, weil durchgängig x'=o gesetzt worden ist. Hierauf mache man 
in^..x'= t *' und rechne die speciellou W»Mt}ic von r, indem man 
für X die nemliclicn Werllie wie vorhin substiluirt : die sich hierdurch 
ergebenden Werthe von worden also , , T'.. , bis K, , , heifsen 
und die diesen entsprechenden Coefficicnten (ic)^ und Hierauf 
mache nian durchgängig j/s= s wobei man für jc immer die vorigen 
Werthe substituirt, und fthrt so fort, bis man auf afxs (/i — i) ^ ge- 
kommen ist. Der Grand dieses Verlahveos wird Idar, wenn man be- 
denkt, dais man, um ein «fadies Integral Ton u Ton einander unabhin- 
^gen TerSnderlichen GfOfsen an erhalten, bei den sueeessiven Integra^ 
tionen der Reihe nach die u — i ycränderlirhen Gröften constant setzen 
müsse. Das bis jetzt üi>er die Behandlung Ton j- Gesagte bezieht sich 
also auf die Integration nach ar, und die so erhaltenen {ic),, und {is)„ 
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dienen als Gmndlago zu der nachher auszuführenden Integration nach 
x'. Ich werde nun die Formeln fiir den Fall, wo durchgängig jc'ssi'^ 
g^Mtil madm Ut, Iwfietzen; diese gelten nttOriidi för aUe Werthe 
Ton i' clfe man iKaucheB mufii. Man rechne; 

32 (o,c)„ = r,,„ , + — ^ 

iä (i,c)„ = JT, ,, cos (o) 4- 1^, „ cos (i; + 1', .. cos (i) I 

+ .... + r,, „ cos (3i) l....(38) 

3S (i,s)„ = r,.., «in (0) + r,,, sin (I) + r..., sin (2) 1 

Hh.-.-l- I',,.., «n (Ji) I 

wo unlcr dem Cosinus- und Sinus-Zeichen zur Ahkürzung (o), (i), (2) 
etc. rcsp. für 0, 2 etc. geschrieben ist. Die linken Seileu dic- 
aer Gleichungen sind eigentlidi unendliche Reihen, aber ich habe für 
flbeiflüssig gehalten, mehr ivie daa erste. Glied fainaiachrdben, dt 
^ f/saux die rediten Seiten der Gleichungen (H. 34 u. 35.) sind, wenn 
man darin « as u madit; eben dasselbe gilt audi tOue die unten folgen- 
den Formeln I für (s,cX, (<» ^* Aua den obigen Gröften kann 
man nun alle übrigen EntwickdungscoSfficienten finden. Man mache: 

' w ~ (■») (••) ' (0 ~ (•) (•) • w (•) (♦) * 
' "(•) M (••> • (♦) ~ w (•) • 

etc. bis etc. bis ^ (^) ., 0) . 

ferner: 




etc. bis — 



G< 
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Dann ist: 





(7)+{(v)-(i)}~(*^+{(i; 


»-(7)) 








i-G)} 


•in (2f »7 








iin (»"JO') 




f / t ^ 


# a % % 

•+(7)} 






K)-{(7)-(7)j'»'(«>+{(i, 


)-(7)) 


•tn (aPn^) 






k ^ >. V 1 

>-(7)) 






u)-»-U7)-^u)H(->-^{(7. 


)+(;)) 


cos (»° 38') 






»*(7)] 






/o\ € ä <3 \. d K \ \ t ä 4 

(^)-{G)-(7)}'»'<«')-{(t, 




«n (22° 30 ) 






|-(7)j 






/*\ f/''\ /f. \1 

(7)-{(i) + (T)}«»'(«^-^{(T, 


KG)) 


CO« (21^30') 




-{(7] 


»+(7» 


■in (22° 3D') 




a)-{G)-(7)}~(o-{(;: 


)-(7)] 


•cot ^3»') 






»-(7)] 


«a (aiPao') 




(7)-{e)-(7)}«(«^+{(i; 


KG)} 


•i« (ai^as') 




-{(7. 


K(7)j 


oot (if j»') 




(7) + U7)-(7)}«(*'J 








(4)*{(t)-(t)}~('^ 








(7)-Ui)-(7)}««C^> 








(4)-{(:)-(t)}~(-o 








(7) 
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«(M).^*(7) 
Sei ferner: 

-j-j CO« = Fo.., cos (0) ■+- r,.,, CO« (s) -f- F, 4.,, CO« («6) + Ttk.t, «• (iH) 

iil CO« -i r,.., cot (1) r,,i> cof (>) + co« (u) f,,..' «» (»> 

CO» - Tt.*. «M (9 +r,« «OS (w) + r»,.» eo« (u) -«-rc«.«, CM (k) 
ete. bit 

^ «Ol — F7.., CO« (7) -f. F, ».,, CO« (15) -H r, j... CO« {ü) + F, Coi (H) 

ferner: 

■« — F, rfn (b) F,.„ tili ^ r, im («) -H F»».., flnl (M) 
1« - F,.„ «in (1) r,.., sia (9) + F, «in (i?) + Fg,.„ »ia (2s) 



ete. bis 



•« - Ft.,r «m (1) -H F, fb (tO r« tili ^) -f- F, tb (M) 

und hieraus : 

(•) («) ('} («) (0) . (*) (0) • (•) • . (4) • 

^e.-üco«^-ü-co« ; ^y-co.-Jco.-^-U-co« ; A2«..i^„.^^^ , 

<•) . (0) • («) . 

(I \ (1) (») / « \ • (0 • (0 • 



Bl 



(») 

{') 
(0. 

il 



CO» — 



)(') 



OM — 



(•) 

(!) 
(•) 

(*) 
(*) 

(♦) 

(!> 
(0 



CO« 



00$ — ; ^ CM 



V ♦ / (0 (•) 



Dann ict 



CM+ ( - ) sta 



+ {[(^) c«. - (-1) .in] - [(i.) ^ + (1) .iajj .„ 
.(^)- 

{ [( 7 ) - (f) »■] + Kt) + (i) "° j} 

- {[(;) - (t) "■•] - [(t) + (t) ""]) 

*{[(t) — (t)-]-^[(t)-^(7)"-]}"'W 

-H «in 

-{i(T)~*(T)*']-[(T)— (r)*']}-OT 

^ {[(7) «" * «. - (^) CO. 



cos 



CO( 



^ 1- 
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Wenn diese GrS6en alle gerechnet eind, «o nt die lategfition 
nadi X und die Vorbereitungen fikr die btegntion nadi x' gemadit. 
Giebt man nun für diese Integration n denselben Werth wie TOifaer^ 

und hat man demn.icli /' von o bis 3t ausgedehntt m> wird diese Integra- 
tion nach denselben Formeln geführt, indem man allenthalben succes- 
sive (i, c),, und (/, *),, für V, ,, mit Umwechselung der Indices setzt. Da 

ich al>pr in den Rccluumgcn für Jnpiter \md Satnni hoi dieser Integra- 
tion n — 16 gemacht habe, so will ich die Formeln fiu- diesen Fall auch 
Tollständig hersetzen. Die Torhergeheude Rechnung hat also folgende 
Grö£sen gegeben: 

(o»c)„ , , (2,c)„ , etc. bis («6, c), 

(0, c), , (i,c), , (2,c), , etc. bis (16,^). 

(o,c), , (i,c), , (2,c), , etc. bis (16, c), 
etc. bis 

, O.c).» » » ete. bis 

und für die (/, s) , lial man dasscll>r S\strm, mit der Ausnahme jedoch, 
dafs man (t6, s)^, nicht bekommen hat. Auu mache mau nach einander 
für alle /: 

16 (i, 0, c, c*) = (/, c) , 4- (i, c) , + (i, c) , -f- . . . 4- (i, «)„ 

tfr (i, 1, c*) SS (i, c). CO« (0) (<, c), CO» (1) -4- (/, c), cos (2) + 

+ CO» ('5) 

16 (1, 1, Cf s) = (/, c), sin (0) -+- (<, c), sin (1) -+- (/, c), sin (3) + , . . . 

-f- (i,c),, sin (Ii) 
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wo wieder witer den Costmu- und Sbuweich c a (o), (i), (») etc. teep^ 
taro,-^, 9^ etc., das ut in diesem Falle filr o ; mPjo^j is^; etc. ge- 
schieben iit und die Zalilea in den Coeffidenien ftr den Index f ate- 
hen« Femer. 



(Ol 

(•) 
(•) 
IST 



•= (', c)o -h c). ; 

-■(*t«)i •*-(«»• i 

= (*.«)f#-fto)to» 

etc. bis 



Ii 
(•) 



0) 

W (•) (») 

W .Wo. f*> 

"(7 (') >)" 

W («) (0 



(t) 

(T)-f 



(t)- 



(•) 

-ja 



und 



16 (,, 2, C, O = (I) + {(t) - (v )} CO. (^J') 

(^) -H {(I) 1- (^)} 00.(4^^ 

.CM.c.O-(^)-{(A)«(|)}c«(«^) 
16 (1,4, c,<0 = (y) 
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cot mm (l, c)o 00» (o) (j, c)» CO* (4) -♦- (l, c), CO» (S) + (i, c), , 430« («) 
^ «Ol - €M (I) -I- (»,«), €W (0 + (HC), «Oft 0) ^ (i;«),. «M (ti) 

^ coft M (/, e). CO» (z) -H c) » CO« (6) (1, c) , 0 CO» (lo) -+- (i, c) , 4 co» (u) 
CO» - (1, «), «Oft (3) -H (I, «), CM (J) + (1, e)t , •Oft (II) (i, e)« » om <«) 

^ «i« - lin (0) * liA (*) + (#. c). üm (ft) + («.«),. un (1^ 
sin = (i, c), »in (l) ■+- (1, c), sin (5) (/, c), »in (s) ^ (i, c), j sin (I3) 

^ «in (1, c), t» (a> -I- (*; e)t «in (») -|- (1, c)„ «la <») + «b (U) 

^ «iB « (1, r), «b (3) + (»; eh tiu (0 (A c), , «iB (it) + c). , «ia <u) 

(0 (0 (0 'V*/ (♦) (♦) 

f(o) . Ii) . /OV . (0) . U) . 

^«B.-U«»+A^».n ; (-)»in-^..n-J^j»m 
«ft3,c,0- (7)«o.+ (^)iia 

16 (1, 3, C, J') = (t ) - (t) 

i»<i,«.«.C)- (7)«»-(7)«i« 
16 (1, <, e, ✓) 1 (t) (t) 

lft(i,T,e,/)— (I) «• 

Dmui kl iniierlulb der Greiucii 0 und 2w für x sowohl «b för jr^: 

ih ' » c ) = ^^y^ J CO» ix . CO« i'x, dx . rfx' 

(i, i', tf, = J*J* CO! «« . lin *V. if« . dx' 

H 



/0\ . (o) . (1) . 



(•) 
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tad dwaao l>ekomait nuni am den Gröften i)„t 

(i, i", = ^y^7 sin ix . Ai iV. 46p . 

Nim iit aber (H. 33.), weniiiiiaii 

jr SS (i\ i*, «) cos (f«+iV) 4- («, *) «in (lof 
machti wo l>eide Indices von — co bis 4- 00 ausgedehnt werden, 

(*» '» «) = "^s^SS^ ' '^'^ • ^* 

wovaus 

(1, r, *) = f Mn m: . C(M i%' .dx . tis'-t- JS^ CO« w . «n *V. <£x . ^ 

limorgeht, inr haben also: 

(i, i',c) = (i,i',r,0-'(^^.^i') 
(I, i',*) = (,,i',t,0 + (^^,«,0 

(1, —1', r) = (i, c, c) + (i, j, 1') 
(«1 — *) = *, «') — <f» 

Um die Reihe in der VorameetBong «i beLommen, da& einer 
der Uicef nur Ton obif «l-oe oder Ton — 00 Int 0 auigedehnt werde^ 
anift man die Co^Bcienten, die durdi die leMen Gleichongen gegeben 
amd, alle bis ttuf (0, 0, e) Terdoppebi. 

Um aidi der Richtigkeit der nomexiacben Rechnnng m veni> 
dieni, dienen folgende Hülfsmittel. Die Richtigkeit der Grö&en JT^.^ 
K, ,, cos (ix) und i^, .,sin(^) n^ufs durch die endlidien Diffecensen ge- 
prüft werden; etiatbekannt, daft diese« Mittel, wo es angewendet wer^ 
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dta kann, immer die gröfite Siclwilitfit fCtvilirt, ifean man sieb mir yor 
coDftsnten Fehlem hütet, tind dieses ist, wen lg itw n bei diesen Reck- 
aangen, leicht. In der Nähe des Minimums der Entfemiing der J>eiden 

concum'retiden Planeten sind die endlichen Differenzen immer am un- 
regolmäfsigsten , unJ man thnt clalier wohl, in dieser Gecond einige 
Wcrthc von K. „ zwischen /.u i r< hu« n. In Beziehung auf die Bedeu- 
tung, die ich den beiden veränderlichen Grüsen x und :r' beigelegt 
habe und die ich weiter unten anführen werde, war es hei den für Ju- 
piter uud Saturn geführleu Kechuungeu hiulaugUch, in, der Mähe des 
Mimmums der Entfernung immer einen Werth von im Sinne Ton 
V awischen zn redinen, iiin alle diese GrSfien durdi die endlidien ]>if« 
finrenxen aicber prüfen lu kdnnen; man Lflnnte diete swiaeheng^recb» 
neten Wetihe auch bei den Integrationen benutzen, aber die Formeln 
werden für aoldien Fall mehr msammen gesetik; deshalb und weil dift 
ohnehin gerechneten as x i£ Werthe schon alle wünachenswerthe Gft« 
nauigkeit geben konnten, habe \c\\ die awischengeredmeten weiter 
nidit ab zur Prüfung durch die Differenzen gebrancht. Ich werde mich 
nun für die fernem Controllen blofs an das System n = 32 halten, weil 
die Vorschriften dafür leicht auf jeden andern Fall übertragen werden 
können. 

Die Orolscn (o, c),., (i, und (t, sind nun leicht zu control« 
liren, denn einestheils ist 

(»» c)„ = cos + -g- 00$ 
(i,#),,«-|.«n+^ain 

nnd andemtheda bekommt man diese Gröften geraden durch die Glei« 
drangen (38). Wenn man beide Berechnungsarten anwendet, so sind 
nicht nur diese Gröfsen, sondern andk alle, för die ich die Beieich- 
nung-|y gcwShlt habe, controllirt. 

Wie rnis dern Vorliergehenden erhellet, ist die fernere Berech- 
nung der CotifQcieuten, für welche der Index eine gerade Zahl ist, ganz 

Ht 
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Tom der Baedmung 6et CoSSßdtalta, deren Index eine nngieride ZeU 
Uly abgesondert; man kann «e daher wxAk nnabhMngpg Ton einander 
etmtroUiren. Ei iit leidtt, aidi durdi das Ycwiie^hende an vlienea* 
gen» dals folgende Gletdiungen statt finden» in weldien kh der Knne 
wegen den Index i' weggdassen habe. 

Q_ l[fec)-KM.c)]-[(6,e)>Kto.c)]} -h {[(hs)^(i*.s)] + [(t,s)^(n,sy\l 
sco*4^ 

V»/ 8 OOS 4^ 

{(t) + ( 1)} («• »') + {(7) - (4)} "° ("° = 

[(2, C) - (U, c) -j- (a, .f) + (U, s)\ + {(6, c) - (10. c) -»-(6, -f- (10, *)j 

4 

{(t) - (t)} + {(t) + (t)} = 

4 

{(1) - (t)} (»•«')-{(-:) + ({)} -i« (- ^) - 

^(2, c) - ^M, c) - (i, - (U, f )| - {(6, c) - (10. c) - (6, j) - (10, t)\ 

4 

{(t) + (t)} - {(t) - (t)} "«^ 

4 

(Statt der letzten vier Gleidumgen braucht man eigentlich nw svm 
SU rechnen). 

/±\ _ [(4,g)^(i2,c)] ^ r (4,*)-Ka.*)] 

\ 4 / 4 cus 45' 

{1\ — _ [(4,c)~(l3.c)3-[(4,/)^(.2,/)j 

V4/ ~ 4eM4^ 

/J_\ _ 1(3, c) - (I j, c) + (J, s) -t- (!3, ^)} -H {(S. c) - (H. c) -4- jS, s) -t- (11, J)^ 
V4/ SCM4^ 

^-^ COS s ^ to'^)"<«'*)-<M)-(«3.^)l 

\4/ ««Ot4SO 
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1(3, c) - (U. c) ~ ( 3. /) ~ (13. s)\ - {jS. c) ~ (tl, c) - (5. J) - (»1, S)] 
4 

(3, c) -i- (U.c) (i. c) - (U,tf) 
4 

(i, c) -I- (t3. c) -I- (l,c) + (U,e) 

4 

(3. c) (t3,c) - (S,c) - (ii,e) 
4 

Es ist nicht ndthig, diese Formeln für jeden Werth von i' ein- 
zeln zu rechnen, sondern man kann mehrere der Gröfsen (/, c),, und 
(/, s) im Sinne von /' addircn und sich dadurch die Arbeit bedeutend 
TermuHlem ; ich habe allemal die Summe Yon vier Gröfsen genommen. 

Die Torstchcink 11 Gleichungen, deren man nocL mehrere ab- 
leiten könnte, controlliren die Rechnung, wenn mau Mch genau an die 
TO^er gegebenen Formdn liüt, volhtindig, bi« «nf die mit ^-j he- 
leidmeteo Grftften. Diese aber nnd leicht tu oontrollireii, entweder 
^urdi eine doppelte Beieduiung, weldie wenig Muhe TemiMeht, oder 
•ichexer dadureh, def» man ihre bdden Glieder, welche «chon oontrol* 
lirt tind, dnrch Hülfe der ▼ORher beredmelen Simunen, Tenmttdat 
Addition und Subtraction wieder berechnet (*). 

Man kann nun für x und reip. die mittleren Anomalien der 
beiden in Betracht kommenden Planeten, also g imd g' annehmen, aber 
es ist Tortheilhaf^er, x=g — g' und x zu setzen. £Is ist bekannt, 
da£i wenn man die Keibe, weldber U gleich kommt, nach der Gröiae 



O Die ndMfite Gastrolle trt HHlrt&% die, dab mb Id die crhihcu RdhciMnt- 
widwhüg succesiiTe jrwo bis x = (n-^i) aad x's«o bis x'= (n'—i) substi- 

luirt. wfn'urf^ m^n. wpnn füe Rpfhnun}^ richtig auügofiihrl ilt, die Gröbca JK,-,,v alle 
^ loicr i»ckoauBca muUi aber <Üc*c Kecbniuig ist lehr laog. 
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Gegenseitig 



YOn der Berechnung der CoefEcienten 
ist, abgesondert; man kann sie dahe 
controUiren. Es ist leicht, sich durcl 
gen, dafs folgende Gleichungen statt 
\Tegen den Index /" weggelassen habe. 

/ 2 \ c) -f- (»4, C)] - [(6, c) -t- (10. \ 



Index ei» 



urzc 



V.»/ * -»iS -i—iia 



{(2, c) -(U,c)-t-(2,j)-^ , I 



{G) - (4)} - * 1(t> C^)} - («. .„.^ ^ 

{(2,c) - (U, c) -4- (2. ^) -4- C** , •«^> I — {(6, c) - A„ . 

{(t) - (4)} - - ICt) — Ct)] f«' «•) ^ 

c) - (14. 0 — C2. j) — C*'». — /("'S. c) - <^,„ . 

{(4)-^(4)}-(—') -1(4)- (4)) "•"(»•«') ^ ' 

(Statt der letzten vier Gleiclnangen braucht man e/o. 
zu rechnen). 

(4) = 



_ [(4. c) - (12, c>] -t- [H. s) -4- (12. J)7 



4 COS 45- 



(1\ = __ [(4, c) — (12. g)] — [(4, x) (12, S)] 

\a/ 4 CO» 45° 

(~\ COS = K^. g) — («3, c) -f- O. H- (13, -f)! -I- Us. 
V 4 / S OM 45^ 

/±\ ^.Qj _ _ 1(3, c) — (13, O O. - (13, -f)! -h U^. . 

\ 4 / a COS is'^ 




Ii m J^ereclmeten Gröüsea: 
Inen EnAwickdangMO^fißdentai 




für die Staniii§en der sweiten Ord- 

imerischen Redmiui^cn (är ^ gegen- 

!nung des Jupiters und Satunu geben. 
Male für einen Planeten die Störungen 
\\ie Elemente der Bahn, weiche ohne daa 
Jiden, denn die Beobachtungen haben abf 




IT 
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ordnet, der Indes 1' wa^muh dia Ofdnimg des Co^SCfideaten ia Bezie- 
himg anf Neigung und Excentricitaien dartteUt: fiSr Zahleniveitliey vrie 
aie beim JapHer mid Saturn atati findeui coureBgirt daher die so ge- 
tldlte Reibe im Sinne r<m i* weit mehr als im Sinne Ton i, und dfies 
lat die Ursache, weshalb idi bei der Integn^ion nach V mit n s i£ aus» 
gereicht habe. Die bei der Entwiclelung so geordnete Reihe iti leidit 
auf die Form, die für die hier gegebenen Störungsformeln gebraudit 
worden ist, zurückzuführen; man aieht gleich ein, dafs diese Reihe 
nach ig + i'g' geordnet sein wird, wenn man /' für /' — i sc hreibt. 

Um die Zahl zu bestimmen, die man für n substituiren nuifs, ist 
es nöthig, dafs man wenigstens näherungsweise im Voraus einen oder 
einige Coeflicienten fiir grofse Indices kenne, und hierfür bieten meh- 
rere Theoreme, die La Place zum Entdecker haben, iu den meisten 
FtUen Mit^ dar, wie der HenrFrofiestor Beaael in den Abhandlungen 
der KAnig^. Akademie der Wissenschaften lür 1830- 182i Jteteila aii- 
giemerla hal. Ein andeita, gleichsam directea EntsdbeidttogsMichen, 
worauf ao nelidi weila noch niemand «ulmerkaam genuicbt hat, bietet 
die mdbr oder mindere Con^ergens der endlichen DiiEncnioidnmigen 
der speciellen Werthe, die man berechnet hat, dar, doch beim Jupiter 
und Saturn habe ich dieses alles nicht bedurft, denn aus den bereit| 
Ton La Place berechneten Störungen dieser Planeten war sichtbar, 
dafs ohne Rücksicht auf x' die S fache oder Pfaclie Elongatiou höch- 
stens merkliche Störungen gegeben hat, und es war daher vorauszusehen, 
daC» in Beziehung auf .c die Annahme ;? = 32, wodurch man die Coef- 
ficienten der 1d lachen Elongalion mit denen der 17 fachen vermischt 
und unter andern die der 9 fachen mit denen der 23 fachen vermischt er- 
hdt, hfadingiidi ad. In Beaiehung auf »* habe idi es anfimgs «brtnf 
ankommen lassen, ob n s i6 hinreidbend sei, in der Absicht auch hier 
aadiher n s aa ni machen, wenn es sich nidit so Terbielte, aber eine 
leidkte Prüfung, die gemacht werden lunm, die noch etwaa Teigd>lidi 
geredmet ist, überadigie mich, dala die Störungen, welche von den 
Argumenten, in welchen i'jc'= rj/ ist, abhängen, nnmeddich sind, und 
dala es also weiter nichts bedurfte, als für a/..«s t6 xu lassen. 
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E« müsseu nun für j in die Formeln dieMft Artikels nach einaii* 
der folgetide Gi-öfscn «ulwtituirt werden (H. Act. 24.): 



m' j_ 



. • rr' «in u iin 

— «Bi 1 n 



^ »»' • t > 1 rr' «in (m- u') 

« V* *^ T* Ä? 

ia welchen 

Für die Störungen des Planeten m Aienen dieselhen Isf^n, 
niit Ausnahme von r statt dessen wir brauchen muasen. 

Aber da 

= — n; 

iat, so baben nir loi dea fiir ded Flaneteii m btrtdiaetea Gcftlien: 

welche üicaiiiuig auch für jeden einzelnen Ümtwickeiungscoefficienten 
statt findet. 



14. 

Bevor ich die Vorschriften für die Störungen der zweiten Ord- 
nung entwickele, will ich die numerischen Rechnungen fiii die gegen- 
adtigen Stdning^ der ersten Ordnung des Jupiters und Satnnis geben. 

Wenn man mm ersten Rble für einen Pkneten die StArongen 
rcduMt,. ao Lemit man naalit die Elemoatft der Belm, iwiiika ebne da* 
Daaein der Stfiffungen atatt finden, denn die BeolmliliMy heha»aht- 
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dann nur die Elemente mit InbegritT der Störungen, die m den Beob« 
aditmigaidteii fanden, gegeben. In einem «oldien Falle bleÜit 
aidiU Qbrig» dt diete Blemente sa Grunde an legen» die aus ilinen aich 
ergebenden Störungen m rechnen und mit Zusiehong dieser an« den 
Beobaditungen neue Elemente «bsuleiten. Biese werden den rdn dlip- 
tiadien Elementen schon nfiher kommen und man wird, wenn man diese 
einer neuen Recimung zum Gnmde legt, die Stönmgen aciuni. weit ge- 
nauer bekommen; durch eine Forts(^tzung dieses Verfahrens eilangl man 
jede beliebige Genauigkeit, Für den Jupiter und Saturn waren diese 
AmiäberuDgeu überflüssig , weil bereits durch die Arbeiten eines L a 
Place, Bouvard etc. die Störungen sowohl als die nafh Abzug dieser 
sich ergebenden Elemente einen hohen Grad von ( ieuauigiieil erlangt 
haben. Mau kann die Herrn Bouvard s ieUten 1 dicin zum Grunde lie- 
genden Elemente, ohne Gelähr merklidi zu fehlen, alt diejenigen an« 
sehen, welche ohne dat Dasein der störenden Planeten statt finden wür- 
den. Ea ist nach diesen Tafeln, jedoch in Seaageaimaleintheiiung Ter- 
wandelt, liir die Zeit Dec. ti, ts^ des Jahres 1799 : 

Füi den Jupiter. Für den Satmu. 

Miulere «ider. Bew. in i6i^ Tageo miS^^^JiiS .... Ai99(ht269 

EictBtaicMtt 0,e4Sf fitl .... ObOS6lS(U 

LSage ddPcrihcl« 7'JS* .... tSP S'SO" 

Neigung gegen A'ir Kbenf Jer F.cliptik ... 1° 1 s' 5 1^6 2° 29' 35^9 

Länge de< aufsteigenden Kaotens , 98^ 2s' 4i" .... 111° 56' 7* 

MSnlcNliage Ssf iST 3f9f 

"TirST •••• lAr 

Hieraus habe ich erstlich die gro£ien Halbachsen nach der For- 
mel (H. 1.) 

berechnet und re^. den Logarithmus dersell>en 

0,71««344 0,9794960 

gefimden, alsdann die gegenseitige Neigung und Knotenlfinge nach fol- 
genden Fonneln: 
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cos Y 4- -ff') sin Y I = «in Y 0"'—*) cos y (ö'— 9) 

cos i. CO« Y I = CO» Y (4 — I) CO* y (ö — ö) 

In diesen nnd 9*, i» 0 die Neigung und EnotenUbige lesp. der 
FlaneteD m' und m gegen dne und dieselbe dritte filnig^ frillkfihrlidie 
Ebene, B ist der Bogen »riachen den g^enaeitigen Duidisdnitta« 
punkte der Bahnen m und und dem Durchachnittapuntte der Bahn 
M mit der dritten Ebene, S iat daaadbe in Beiiehung auf die Balm m'. 
Wenn man nun 

6 = 6 + ^ und C = ^ — iT— 

mad&t, ao iat O die Linge dea aufsteigenden Knotena der Planetenbahn 
HiT «nf der Bahn m gealblt, nnd C iat ein Bogen, weldier der mittleren 
Ijnge rar Zeit der Epodie und der Linge d«i Periliela dea Planeten at 
Uningefögt werden nmla (*), um ra bewirken, dala im g^fmaeitigen 
Durchadmittspnnkte der Bahnen m und jn' eine gleiche AnsaU Ton 
Graden etc. geiiUt werde. Die Bedeutung von I ist bekannt. 

Ea wurden nun die mit einem Striche bexdcfaiMlen Bodiataben 
auf den Saturn besogen, und aomit eig^ aich: 

I SS 1* 1 <6 

Wenn man die in dieser Ahhnndlune ^ecrbcnen Stöningstormeln 
aufmerksam betrachtet, so wird man lifuien, dali die absolute Gröfse 
der greisen Halbachsen aus allen verschwindet und dagegen nur das 
VdfalltnÜa darin bleibt. In Folge dieser Bemerkung habe ich die grofse 



(*) Ls ist an sich Lbr, Uafs man statt dessen C von der mittJercn Länge zur Zeit der 
^ehe nd voa der Länge des Pcrihdi dti naactCB m ablieben kami. 

I 
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Hilhachiif dei Saftimit der Einheit gleich fgtutal vmd dem g^mifii die 
grofte Halbadhee dei Jupiters glelcli dem VerfaSltoioe der oben «ii|e> 
ftthileii Werthe gemidil. Die» Tonogeschiekt, lieben aU Grandlage 
der Redmung die folgenden Werthe gedient, in welchen tich, wie im- 
mer sein wird, die mit dnem Stridie vertdienen GrOften anf den Sa- 
turn heuehen. 



Jos a 


• 206265 "= 1,5052036 




• 206565"= 




logrt 


= 9,7367384 


logtt 




0,0000000 


0 


= 0,048162 t 






0,0561505 


w 


as tt» f»" 






89* 7'5fi* 


i 


= 81* 5^ iSf 






laa« ^ j* 


(0 


= i*ia'iir6 


0') 






(9) 


SS 98*15' 4s* 


(•') 




lll*Stf' 7" 


ip) 


0,0106531 






-»>0,0t064s4 


(9) 


sB-ho,omij4 






— 0,0431793 


j» 


SS 109eS6!'7l9 


«r 


* 


43896^127 














(©)« 


ia6» fi'nr 







Die sich auf die Lage der Bahnen zur Kch'ptik für das Jahr 1800 
beziehenden Gröfsen sind der Bczeit hnung (II. Art. 21.) gcmäfs in ( ) 
eingeschlossen luid nach den Formeln am Ende des Art. 10. bertchnct 
worden. Ilicbei ist zu heuierkcu, dafs für deu Saturn zu dem obigen 
Werthe von 0.,.i«o* addirt worden sind, weil den Vorschriften des Ar- 
tikd« 10. gerails bei diesem Planeten die Länge des auisteigendMiiKno« 
tens der Jupiterbahn «nf der Satumbahn veriangt wird. 

Die hfetea befindliche Tafel 1. leigt nun f&r die in der eisten 
Colnmne befindliehen Werthe der mittleren Anomalien die Werthe von 
log r, log r'y Uf i/, r* imd r'*, welche der Entwickelung der Gr6(se 
II, und ihrer Difibicntialqnoiienten wr Grundlage dienen. Die Tafel B. 
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giebt die Knlwickehingscoefficienten selbst, welcbp so berechnet sind, 
cUfs der ladcx / nur negative Wcrtbc bekommt; ich habe sie, wie man 
«ieht, mit AT.' '' und J^,''' iMseichnet. Die beiden letzten Columnea ge- 
llen {j^) unter derBeseidmung 4>, die bei der Entwickeluog der Be» 
dingungsgleichungen in Art. 9. mgeweiidet itt« Die Rethenfidige der 
Co^fibaenten ist diejenige, die infolge det Art. 7. bei der Berechnung 
der StOrungeD dee Satunw angenendet werden antCi; ich habe es f&r 
übeiflüsslg gehalten, die Tafel nochmals in der Ordnui^ nie die Grfi> 
(sea für den Jupiter angewendet werden sollcDi abzuschreiben, weil es 
eine Kleinigkeit ist, die betreffenden Coerfic ionten auch aufser der Reihe 
•usxuhet>en. Es befinden sich in der Tafel nicht alle 612 Entwicke* 
lungscoelllcienten, welche die vorhergehende Rechnung gegeben hat, 
allrin die angeftihrten sind mehr als hinreichend, alle Störungen zu ge- 
ben, die merkhi b sind. TVnrVi Acw Formeln des Art« Ii. habe ich fiir 



■^^und^-^^^^ folgende VVerthe gefunden: 

Für Japitar. Fiir 9alani> 

/{<<> 

log = 5,9998740. 9,999838«. 

log sa a,O8OJ09& s,i46Si72. 

log SB 6,4617m 6t59k»kSkm 

log =4,96814. 5,16779. 

log — . — 3,$434Si 3,S<I96J. 

log r SB 9^159(967 Si^SS64riO 

—g^) = 9t99962iU ....9,9994S63. 

log ( 2 rf^ / ~ S»0799736« 8, l46isa}. 

log (-^^) 5= «»««754. 6,S94Jm 

Ii 
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G^mtseilfge Störungen 

Für Jupiter. FirSatara. 

log ^-JJ^-} — 4|54iOS. 3,80906. 

log (t — e*) = 9,9989914 S^9M6n4 

Kacb den Formela «k« Artikel« 12* £uid «ich: 



log 1| 

logX 
log«- 



log £ 






log 6 




§,7JSS9t3 


log V 






log ^ 
















7,63«99 


(^) 




7,18003 






7,30971 



8,7SJi35S 
9,4siij79b 
9,4255886» 
S,7583S70 

log {' 
log 

log »' 



= 9,4M>4S7 
= S,7iJ07»* 
SS S,7i84J0Ob 
s 9,4«49Mt 



lo6( 



fix 
rfT 



=3 7,4lS92 
) s 7,14590 



Durah Hülfe dieser Grö&ea ist die Tdel m. entstndoi, mMm 

die EntifickelungscoefBcienten der Gröfse ^ und ihrer DifTerentialquo- 
tienten giebt. Die Logarlihmen der Factoren, wodurch diese Coeffi- 
cientra nach Artikel 12. in diejenigen der Grö&en Sl„ und und 

ihrer resp. Differentialquoticüten venrandelt werdf^n, finden sich in 
einem Täfelchen der Tafel III. angehängt. Die Summe der (^ot'fficienten 
von -^r ß' und -A- ß,',, d&s ist die Goefiicienten von Ü.' nebsi den 



Coefficicnten yon ^'"'(^T^)» welche der im Artikel 6. festgesetzten 
Bezeichnung gemäis benannt sind, giebt die Tafel IV. ; ich habe jedoch 
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nur diejenigen Coefricicnlcn autgcnommcn, für welche das zu Vt gehö- 
rige Glied uieiklieli ist. Man hat also für die hier fehlenden Argu- 
mente (/',/»• = A': ; =ä'; . [i ,/,t']'= f'i-^ir-) i l^\i>^V 
= r' (f^y Tafel V. giebt dasselbe in Beziehung auf die Störungen 
dea JufuteRs. Die Tafdn VI. und VII. geben i«fp. für Satum imd Ju- 
piter die Logarithmen tou ^ . Aus den Tafeln VUL und IX. ent- 
lehnt man resp. für Saturn und Jupiter die GrOiaen C**\ D'>\ und 
welche nach den Artikeln 6 und 8. noch sur Berechnung der Stö- 
rungen ndthig sind. 

16. 

Die Grenze, bis zu welcher herab ich mir Torgeaetst habe die 
Störungscoef&cientcn zu berechnen, ist oi'oj bis oj'ol für die rein perio- 
dischen Stönmgcn und einige Einheiten in der 5'*" Dccimale für die 
Stöningen, welche die Zeit aufscrhalb des Sinus- und Cosinus/i i< in ns 
enthalten ; ich glaube, dafs dieses den Forderungen der W issensciiaft 
genügen kann. Und somit sind für die Störungen des Saturns die Ta- 
feln X. hl& XIV. incl. ent&taudeu. Die erste dieser, welche nach (l7) 
berechnet ist, giebt die Grölse JT'dt', es ist uns, wie bereit« ange- 
Inhrt, für die Berechnung der Störungen d^ sweiten Ordnung nolh- 
nendig, dieae GröJäe lu haben. Die Anordnung dicaer Tafel, ao wie 
die aller folgenden, ist dieae: In der ersten, vierten und siebenten 
Colnmne findet man unter der Überschrift % i' i die jedem Acguaoente 
ankommenden Werthe dieser Gröfsen, und die folgenden xwei Colum- 
ncu unter der Überschrift eot und gpben die au dem Cosinus oder 
Sinus des neben angedeuteten Argumentes gehörigen Coeflßcienten, z. B. 
neben den Zahlen i, i, —2, findet man — und — u^*»s, und ea 
wird also hierdurch angeaeigt, dais in J'T'dr das Glied 

— «Ttw» eot (y 9g) — ii?4a4 ain (y+g^— ««) 

VOrkouiuit, und so verhält es sich mit allen übrigen Zahlen. Wenn, 
wie bei detn Jupiter und Satuia der Fall iiit, die Bewegungen zweier 
Planeten nahe commensurabelsind, tmd dem zufolge unter den Gröben 
^^^^.^ Eine adir groft ist, ao nraft man in fTdr die Glieder, wdche 
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hd der btegrftlion nadi i diesen Factor bdonunen, mit ndirerta 3Dt- 
dmalen uuetsm, als man Willens ist nachlier an ])elMlten. Diese Glie- 
der sind nach unserer Methode leidit an erkennen; es sind die|enig{en, 
denen die folgenden fünf Aijgumente ankommen : oif+pg+ y^, — y 

7 + Oi^+f«'. ±V+/>^ + 7r'. ™n ^^^^ 
der gro&e Factor ist. Die GoeflBdenten des ersten und der beiden letz- 
ten Ai^umcnte bekommen diesen Factor gleich bei der Integration, die 
übrigen beiden bei der Berechnung der Störungen des Radius Vectors 
und bei den Controllen. Die Glieder der Tafel XI., in welchen >e = <^ 
K — i imd x = — 1 ist, sind nach den Formeln (21 u. 22) aus der yor- 
hergehenden Tafel berechnet, die nhrigen sind nach der Vorschrift des 
Artikels 8. aus jenen abgeleitet; es folsf '^ns dem Vorgetragenen, dafs 
mau die Stönnigen der initiieren Länge btktj«ua»t, wenn man lü Uicser 
Tafel t in l verwandelt. Wenn — ^ — r ein sehr arofser Factor ist, so 
ist es notbwendig, auch in alle Gliederi die nach der Verwandlung 
- Tön r in < das Aigoment pg + <fg' bekommen» ausgenommen das Glied 
oy^pg-^^^f mit mehreren Dedmalen anansetien, weil «e nachher 
hei der Berechnung der Störungen des log. des Radius Vectors und bei 
den Controllen mit diesem Factor multiplicirt werden. Es ist f&r «Ue 
nachherigen Rechnungen Tortheilhaft, in den mit der Zelt multiplicirten 
GoefBcienten den Factor n stehen zu lassen; am Knde der Rechnung 
ist CS ein Leichtes, seinen Werth zu substituiren. Tafel XII. dient für 
die Controile^ welche (H. Art. 17.) entwickelt ist, und für die nach- 
her] ge Berechnung der S genannten Grofse. Die Tafel giebt, wie die 
Cbersc'brift ?pigt, den Differcntialquotienlen (^'^). id>er in jeder Ab- 
tbeilung ist unter den zwei kurzen Strichen die Summe der CocfBcien- 
ten dieser Abiheilung hinzugefügt, diese vorletzte Zeile jeder Abthei- 
luug euthäli also die CoeCficienten von (^f), welche durch die Ver- 
wandelung von t in < aus den Coefficienteu von (-^^ entstehen müssen. 
Diese CoSfficienten sind daher, wenn die numerisdie Rechnung richtig 
ausgeföhrt ist, den resp. GoefBcienten von demjenigen Vfetfiht vom 
(^it ) ^^^^t welcher entsteht, wenn man den Werth yon na geradem 
nadi t differentürt. Sei nun irgend ein Glied in dem erstgenannten 
Werthe Ton (^) durch 
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und das mit gleichem Argumente ia dem voHier gefundenen Werthe 

von nz durch 

a. (in (ig-irig ) ■+■ tt', cos (ig ■+■ ig' ) + nt »in (ig i'g') ß', nt coi{ig-h i'g') 

dargestellt, so haben wir das Gorreapondlrende Glied in dem suletit ge- 
nannten Werthe yon (^r) ~ 

I«; I^L±JV +/3:} coa (ig-i-ig) - [< - 5.} sin (ig+i'g') 

ft»! J^:^ CO« lY) -ßini ii^^ sin lY) 

Der Bcdingnngsgleichung (^)^(^) infolge haben wir also fol* 
gende iwei Gleichnngen: 

nnd anüserdeni noch sweif die aber im ge^wSrtigen Falle nichts an- 
aeigen können. Die letzte Zrile einer jeden Abtheilnng der Tafd XIL 
enthält nun die rechte Seite der Torstehenden Gldchungen, die linLe 

Seite sind die gleich unten folgenden Coeffidlenten Ton nz\ es kann 
sich jeder durch die Vergleichung überzeugen, wie weit die BedingnngjH 
gleichung erfüllt ist. Die Uberschrift der Tafel XIII. zeigt genugsam 
an was sie enthält ; ich habo nur hier llI^^uzu^iigcn, dafs die letzte Zeile 
jeder Ahtheilung die JSumnic der in dieser bcfuidlichen Coenicieuten, 
also die Coeflicieulcn von - l^^f ) giebt. Aus diesen sind nun durch 
die Formeln (29 u. 2fS) die ersten Columnen der Tafel XTV. entstanden, 
welche die Coefilcicuten von /(/ ') enthalten, und diese Tafel giebt zu- 
gleich die von S, welche sich durch die Gleichung (3U) ergeben hahen. 
Da 8 zur Controlle dicueu wird, so war es, um alle Glieder dieser 
Gröfse zu bekommen, nothwendig, auch alle Glieder von /(r) xn reck' 
nen, obgleich sie anderweitig nicht alle gebraucht werden. Die dnvdi 
die Gleichung (2ü) bestimmte Gonstante e ist, wie jeder Ijeser auch 
ohne diese Erinnerung schon gesehen haben wird, nichts weiter wie der 
nit dem Argmmente o, o, o, behaftete CoJffBdent in fTär, und dessen 
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Einfittft ist tdiOB der GiOfte /(r) in 4er TtfelXIV. Unzugefügi. üm 
m wiMcn, bis wie weit herab wv die StAmng^ des Radius Vectors 
besuchen» müssen wir in Erfahrung bringen» welcher FeUer im Loga- 
rithmus des Radius Vectors in der geocentrisdien Linge einen Fehler im 
ungünstigsten Falle herrorbringt, der der oben angenommenen Grenae 
für die Lftngenstörungen gleich kommt. Diese Aufgabe ist bereits von 
La Place im dritten Theile der Mecaru'que Celeste gelöst; die Formel, 
welche die beiden genannten Fehler mit einander Terhindet, ist folgende: 

wo r, der Badius Vector der Brde ist« Wir bekommen aus dieser; 

und in SSahlen, wenn wir a,-^a,e, fiir r, und « — för r seinen und 
^vs+ofoj annehmen, för den Saturn: 

Ur' SS (Cs6» 

und für den Jupiter: 

bis m dieser Gxense herab braudien wir also nur die StOmngeiL des 

Logarithmus des Radius Vectors anzosetien. Es ist für die nachherigen 
Rechnungen vortheilhaft, diese Störungen wie die übrigen in Secanden 
bis zu Ende der ganzen Rechnung zu lassen, alsdann verursacht es nur 
wenige Mühe, weil man nemlirh um je zwei oorrcspondireiulo Glieder 
zu reinigen doch ihre Logarithmen hr.nirht, sie in Theile f!« s Radius 
711 verwandeln und mit dem Modiii der Iii logischen Logarithmen zu 
mullip!i« iren. Für die Störungen der lireite habe ich uichl für nothig 
gebulien, mehrere Zwischenzahlen anzugeben als die bereits angeführ- 
ten, da die Rechnung nach den Formeln (33) nichts Merkwürdiges wei» 
ter darbietet Idi lasse nun die numeritdien Werthe der Stdrungen des 
Satnms durch den Jupiter, in so wdt diese erste Approximation sie hat 
geben ktanen, folgen. Wenn die Folgeieit den genaueren Werth des 
Factors kennen gelehrt haben wird» kann man sie dem gemSla be- 
lichtigen; 
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— 0.006 

— 0.075 
1.033 

— 6.211 
— 414.910 

— «7,474 

— 0.2SS 

— ©,007 
+ 0.001 
-t* 0.021 

— 0337 

— 18370 

— 18.271 
+ 70.143 
» 1016333 

1.II8 
■+- 0.0i& 

•f-ojooa 

— o,ni8 

— 0,154 

— 3316 

— 4.190 

— 2,020 
*- StStt 
+ 2.271 

— 0.041 
~ 0.007 

— rt,l36 
-f- UUh 

0,244 

— 0,207 

— 0,00 

— 0,192 
■+■ 1305 
•4-2.444 
-+- 0,004 
•4- 0371 
-f. 0.47* 
-f- O.IST 
+ •.04X 

— 0.001 
-+. O.nJO 

— 0,069 



14"720— 5"23785n'/| «in^' 
->0,07346n'< sin 2^' 
— 0,00206 sin 3^' 
—0,00007 n't sin 4^ 
sin (^—1g — g) 
sin (— /f'--#) 
sin (— «) 
»in ( /— *) 
«in (2*'— 

•in (Zs— e) 
sin Hg'—g) 

•m 

sin (— 2.^) 

sin ( g — 'ig) 
nndtg'-ig) 

sin (V- 2#) 
•in (4#'- 2g} 
»in CJy'- 10) 

sin iG/-2g) 
sin (1/— 3g) 
»in ( — 

( g'~ %) 
»in {lg'— 3g) 
sin i:ig'—8g) 

sin (4/— 3g) 
sin (5/— 3g) 
sin i6g'- 3g) 

hin (7^'- 3,") 

s'f» (»,»'— 
«in Ctg'- ig) 

tili (»,/— -1,^) 
sin (5«'— 44?) 
«io (^'— 4^r) 
«in {lg -ig) 
sin — 4^) 

«in (V- <«) 
sin (lOf'— *ff) 

sin (Ia'— 5a') 



»in (^'— So) 
sin {!/-««) 

7 Mn (V— 5ö') 
«in («ly — ig) 
•in fM^- Sj) 
.Mii {:>/— %) 
sin (6* — «S*) 
«in <7^- Kf) 



1,465 
0.557- 

io,oa»- 



— 0,004 
-I- 0.037 

-i- 11.449 

— 0,079 
— 13,12» 

+ it.no 

-H 0,022 
•4-0,00» 
+ 0.000 

0.200 

— a,473 
1«346 

■i l^<,252 
— 6*J.600 



- 8,16764 n/5 cos,? 
-0.11880 n't 
-0^00334 n'lj cos3#' 
-O.OOOlt n't CO« 4;' 
CO.S (- 2g'- g) 
cos (— g'— g) 
cos (— g) 
cos < g'— g) 

cos (2#'— 
CO« (%'— <r) 

CO« (4^'— ff) 
CO« (Stf — 

cos {- 2^) 



0.414 
0,008 



0.094 
0,15-2 

Mia 

1.749 
0.383 
2,370 
4,590 
0.216 
0.012 
0,051 
1,418 
1.269 
038» 
0.197 
0,0.S5 
0300 
3300 
0,075 

03U 
0306 

0.113 
0373 

' 0i337 
0.007 
0,236 

>t,ltl 



cos ( ^ — 
eoo(Jif'— 

cos (3:;' — 
CO» (ig — 
CO« (5/- 
cos {6g' — 
CO« (7/— 

CO« ( — 

cos ( 

cos il/ — 
COS (3g'— 

i-os (4:,/ — 

CO* (hg — 

CO» (6^^— 
CO* (lg — 
cos (8^'- 

cos (2/ — 
CO« (3^'— 
cos (4^'— 

COS (5; — 

cos (6^' — 
CO« (7/- 
Cüs (8;./— 
CO« {9g'— 
im (\og'- 

CO« (5* — 

co«<^^- 

C08 dg'— 
CQ«(t^'- 

cos (,?>/— 

OOS CSg — 

Urz- 



ig) 

V) 

ig) 

y) 
%) 
^) 

3g) 
39) 

3ff) 

3^) 
3g) 
3g) 
3g) 
h) 
*g) 
*g) 

^r) 
*g) 
*g) 

*g) 

■4#) 

5,^7) 

fi«) 

bg) 

6«) 
ii) 

Go) 
«#) 

Vi 
K 
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Gegmteilig» Sionmgen 



-f- «.OM sin (8*'— 6^) 

-J- 0,037 sin (»y'— %g) 
0,008 «u (%g'- lg) 

— «.OM sin (7/- 7^) 

— 0,077 sin (h/~ lg) 
" 0.025 «in i9g — 7g) 

— »^t« iia iß/^ 9gy 

— iin Clif'— %) 

-f- \ — ^iß]Hnn'f\ CO« / 
4- |— o,(iü& + 0.07346 n'(j cos 2«' 
^«.MMtfflt am 9g* 
-4- 0.00014 nir CO« 

— l,04ö CO» < — ^) 

— U1,76fi cm !■} 
-+- 9,377 cos ( U' — ä) 
■+• 0.277 cos (i/—g) 

— 0.289 col ( g'— 2g) 

— 27.547 cos (V- 2ff) 

— 15. 4S.^ M 2g) 
■+- 36,591 cos (4<r'— 2^) 
-t- 23.752 cos (5/_ 2^) 

— 0.539 cos (6g'— 2g) 

— CO« 3» 

.4.110 cos <V-^ 

— »,332 cos (4/— 3g) 

— 2,742 CO« {ig .-. %) 

— S.«M cos (V- a^> 

0,504 cos (7/— 3g) 

-h i.aw» CO« (4^'— ig) 

-|.0.858coi(i/.4^) 

— 0.175 cos (6/— 4^) 

— 0,216 CO* (,7g'— 4g) 
-I- 0.«0S cOi (9g— 4^ 

0,648 cm (S/— 5^) 
^ 0,665 CO« (dg'- &g) 
+ «.218 CM (7/- 5f ) 

— 0.084 cos (f?/— 6,y) 
0.0« CO« {-g — 9g) 

— O.iHO siu 

>f- 0,008 sin 3if' 

— 0,051 sin (— 2g'— g) 
-h 1.16« sin (— g'—g) 



-f- 0.068 cos (8^'— Off) 
-f- O.OII cos (9^— 6|jr) 
-t- 0,01» cos («/— 7g) 

— 0,001 cos (-#'— 7^) 
-»- 0,037 OOS (Hg'— 7g) 
-f- 0,035 cos (9/— 7g) 

— Qjm OOS (8/- 8^) 

— S,«S4 CM (V~ <W 



H- {8'o31 — 4;>3382n't| sin ^' 
•f- {«jm — 0.11886 n'4 sia ig' 

— 0,00024 n'e «ttV' 

— a.26» «in (— g) 
— 173^ «in ( /- g) 

— f'^-'^ MIl Ci.ff'— /) 

a,ä65 sin g} 

H-t.l3»«iii(V-«) 

— 2.612 sin ( g'-2g) 

— 12.314 «in (V- %) 
~ 14.741 sin (V-V) 

•«•ait^T? sin (i/-2ff) 

— 44,flM siu (bg' — 2^) 

— sin (6,;'— 2^) 

— 0,052 sin (2/— 3j?) 
5,äl0 ein (3a/— 3^) 

-f- 2.085 sin (ig'— 3g) 

— 0,183 sin (bg'— 3g) 

— 1.50» sin (6g'— 3g) 
1,157 sin (7g'— 3g) 

•+■ 1>» «in (4g'- Ag) 
■+■ 1.449 sin (!^— 4g) 
0.679 sin (6g'— 4g) 
-♦- 0,223 siu (7g'— 4g) 
H-«.M»sin (9^'- 4^) 

— 0,.137 •.in (5v'— 5f) 

— 0.017 «in (6g'— 6g) 
+ «.117 «in Oi^-ig} 

— 0.268 sin (6g'- 6g) 
0,231 aia {lg'— «g) 

— 6?582 cos / 
0.839 cos 2g' 

-t-;igt CM V 

— 0.010 cru ( — 2^-' — 

— 0.605 OOS (- g'- g) 

— iMna«M(— #) 
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0.02403 n'l 



0JM4 iin 
Itttl sin 

2.080 siii 
0,233 n'in 
0.083 ein 
0.2&6 sin 
0,024 sin 
O.TOf; sin 
OAHa sin 
0,05» tin 

0,008 sin 
0,114 sin 

0,011 sin 
0,203 &IU 
sin 

0,116 sin 
0.097 «in 
o.flU sin 
0,0b5 «in 
0,4M0 sin 
0,108 sin 
0,013 »ia 

0,2I& sin 
•377 »in 
0,14» sin 
0,011 sin 
0,C03 nn 
0,4HS sin 
3,789 sin 
0,541 sin 
0^394 «in 
01064 fin 
0,089 sin 
0.M« iin 
Oiiw tin 

0,161 sin 
0,137 sin 
0.716 sin 

'.TiH'i «.Iii 

0,159 sin 
0,0S1 «in 

' 0.149 sin 
0,010 sin 

' 0,04« na 



g'—g) 

V- *) 

*g- 8) 

- g- %) 

- V) 
•V- %) 

6/- 3^) 
7# - 3>?) 
%g'- *g) 

•V- 

*g) 



•2/ 

(-2^- - ff) 

(- /r'-O 
( -ß) 
( ^) 
(V- g) 

(4*'- ff) 
( 

(2ff'- W 
(3ff'- Üff) 
(4ff'-«f) 

( -%) 
( ff'- 3ff) 

(V- 3^r) 
(4ff'- 3ff) 



+ 2.192 

— 0,223 

— 0.275 
+ 0.080 

— O.OHS 

— 0,286 
+ 0,205 

— 0,327 

— 0,355 
+ 0,«tO 

— - !S0 

— 0.015 

— 0.141 

— 0.OS6 
-h 0.294 

0.049 
+ 0,042 
-1-0,115 
■4-0.124 

0.030 

— 0.010 
-H 0.115 
-♦-0.090 
^0.020 



cos ( ff — 

cos (2ff'— 
cos (3ff'- 
cos (4ff'— 
cos (— ff' 
cos ( — 

cos ( ff' — 

cos (i^' — 

CO« (3#'— 
O0t(4«^- 

cos (5ff'— 
cos ( — 



ig 

cos 

cos (%' — 
CO« (4ff'— 
008 (5ff' — 
cos (6ff'— 
cos (7ff'- 
cos (2ff'— 
cos (3ff'— 

cos (i/ — 

cos (5^' — 



s) 
g) 
g) 
g)' 

2ff) 
V) 
2ff) 

V) 
Vi 

Vi)- 

3ff) 
3g) 
3g) 
3g) 
*g) 
*g) 

*g) 
*g) 



• 0,293 COS 

• o,W6eiM 

■ 0.005 COS 
O.OSO füs 
1,1 5(1 cos 

■ 0.119 COS 
. 0.777 COS 
' 0.436 cos 

■ a.2<n cos 

> 0,«40 OOS 

■ 0.0*2 cos 

■ 0,25-i CO« 

> 0,117 ee» 

■ 0,316 cos 

- 0,013 COS 

• 0,016 eot 

■ 4,640 COS 

• 0.008 cos 

• 0,112 t^s 

- 0,013 COS 

- 0.108 cos 

- 0.075 cos 

- 0,152 00» 



i, 

(- V-^r) 

(- 

( 

( g- g) 
(lg'- g) 
(.3g' -8) 
(*g'-g) 

n/- 2,^) 

K3g'- 2ff) 

(5*'- 2?) 

( - 3,) 

< -V) 
(2ff'- 3ff) 
(Sff'- 3ff) 
(4ff'- 3ff) 
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— Ojm sin 3g) 

— ».IM im i7^— 

■i- 0.040 sin (2/- 4^) 

— 0^7 siti 4^) 

— 0.0« sin (V-4»> 

— 0,045 sin (5/- 4^) 
-I- 0,046 sin (%'— 



— OOS (V— a^) 

— 0.0S6 cos ('2/— 

— 0.02» COS (V— 

— 0,001 cos (5^-' — 4a>) 

— 0,()i6 cos (6^''— 



Die Tafeln XV. bis XIX. incl. enthalten in Beziehung auf die 
Jupiterstörungen dasselbe, was die fünf vorhergehenden Tafeln für den 
Saturn gegeben haben. Ich kann mich also anf (Wo dazu gehörigen Er- 
läuterungen bezichen und die Störuirjrri r>rslcr Oi fltuing des Jopiiei*^ 
welche mit dem Factor multiplicirt sind, gleich anführen. 



\nl\ sin 



-f- 5 l,r>67 -I- 1,01786 i 

— 0,012 sin ( — 3^-»-^:') 

— ain {—2f+8} 
4- lijsn tin (— <r4-/) 

— 8,420 sin / 

— 0.2«5 sin i£-*-g') 

+ 04118 lin (— V+y) 
-+- 2,460 sin { — ^-i~2g') 
-f- 178,447 »in (— 2*-hV) 
-H WM» MB (- f+V) 

— 1,265 sin 2<r' 

— 0.022 sin ig-^-ig') 
4-«^13r«in (— V-t-V') 
-f- 0.35S sin ( — 4^-f-:j^') 

• -I- 8,865 sin ( — %-♦-%') 
— 49,7»! »in (-V-f-V') 
-I- 12,390 sin (— ff+V) 
-4- 0.074 siu 3*' 

4MMM «B (— O^+V) 

— 0,039 sin (— 

— 2.21« sin (— 4<r-t-4tf') 
ia,736 sin (—3^-1-4*') 

-- 2,253 sin (_2^-|-4/) 
-1- 0.080 sin (— ^-»-V) 

— 0.078 sin {—6g+ig') 
» 1,001 sia {^Bg-^-ig') 

— %«!7 «in <.4f-«.S/) 
— 154,495 sin (— 3.?-+-5/) 
H- 424,937 sin (_2^^-5/) 

-f. 0,27« »in (— g-t-H) 



-H |l?69i — lJ.J539nr| cos^ 
+ {0,035 — 0,013«« nt| 00« 9g 

— o,9di»ife ciM$g 



•♦- 0.025 Cos 
1,381 cos 

-f- 4,356 cos 

— 0,074 cos 

— 0,042 ew 

— 1,424 cos 
— 77,738 00« 

»t-Wl eoi 

1.273 CO« 
0,013 00« 
-h 9,994 OM 

0.231 ros 
-+- 13,674 cos 
-I- 66.091 COS 

— 8,029 COS 

— 0.144 CO« 
-f- 0.004 cos 

0,153 CO« 
2,786 COS 
-I- 6,39« cos 
■+- 16.397 CO» 

— 0,320 COS 
-f- 0.003 cos 

— 0,494 COS 
•».«.TM CM 

4- 1-2,576 cos 
■h 989,498 CO« 



7 

-V-f-V) 

^2g-t-2g') 

-4^-+-3/) 

- a#-f-3<;') 
-2^-»-3*') 

3g' 

-5#-»-4jr') 

-4#-l-4/) 
-3g-h4g') 
-Ig-t-ig') 

- g-t-i/) 

-ig-hig) 
-4^+5/) 

-3,^-»-5a') 
-2*-»-5/) 

- g-i-ig') 
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-6.?-f-6/) 
-3^+6/) 

-3^^-1-7/) 

-7/r+9/) 

) 



— t,«9I CM 

— 0,363 COS 
0,017 00« 

••- 1.4M ecM 

-f- 1.159 cos 
0.044 OM 
-t- 0,001 OOS 

— 0,298 cos 
-f- 0,206 COS 
•4-l.lMooo 
-f- 1.339 cos 
-f- 0.0&3 cos 

— 0,052 cos 

— 0.104 cos 
0.160 cos 

— 0.109 cos 
•I- «.OM cos 
-•-•.•Mcoa 

— 0,050 cos 

— 0,Q21 COS 
•I- f ,10t OOS 
-+-0,018 cos 

0.004 cos 

— 0,381 OM 
•1-1^000 



-Hrf -»-»#') 
-7„»H-«^') 

-*g-*-^') 
-8g-i-9g') 

-air^iy) 



— •,007 


•in 


•4- 0.091 


sin 


— 0,809 


iin 


-♦-0.430 


sin 


— 1,746 


sin 


-f- O.iOO 


sin 


+ ;t*» 


sin 


— 0.068 


s!ri 


— 0.333 


sin 


+ 1.10» 


sin 


— 0,686 


sin 


-♦- O.OII 


sin 


0,113 


siu 


— 0.098 


sin 


~0.tM 


sin 


— 0,413 


sin 


4- 0.019 


sin 


•4-t.on 


sin 


-4- 0,0,35 


sin 


— O.OM 


sin 


~0.0M 


ria 


— 0.088 


sin 


— 0,0;i4 


siu 


— 04M sin 




sin 



tm — 2,377 — 0,01225 nt 

H- {— 0.24& — 0.»06»3lll| OMg 

— o.oisMfir «00 V 

— 0.00044 n( 'CM V 

— 0,116 OM {—ig-*-g') 
-4- 5jlM OM (— g+g} 

■+■ 1,777 cos / 

-4- 0,18» CM ig+e') 
•»•«,aioM(^«r-f-V) 

-H 100.313 cos ( — 

-I- 18.11» CM (— #-t-'V) 

•»-MTtoos V 

-t>Un CM (-4^-1-3«') 
4-6.130 cos (-3*-*-3^') 
— 20,708 cos (—2e-t-3/) 

— a.309 CM (— «+3?) 

— 0.688 OM (_6^-f-4/) 

— 1.680 CM (-4,-1-4*') 

-I- M47 OM (~air»-V) 

— •.«• OM 

— 0,018 cos (- g-*-4g') 

— 0.888 OM i^6g+6g') 



-t- 101433 " ÖMTIO nt\ sin 

— 0,01366 nt sin 

— 0.00050 nt sin 

— 1,036 sin (-1g-*-g) 
-«377 sin (- g-t-g') 

-h 0,479 sin 

— 0,041 sin (g-t-g) 
-f- 1,411 sin (— 

-+- 43.698 sin (—2g-^^') 
1.077 Sin (— g-hig ) 
+ OJMl sin V 

— 0,190 sin ( — 4^+3/) 

— 9.745 sin ( — 3#-»-3^') 
— 28.3-25 sin (_2#-#-3^') 

— 1,601 »in (- g-h3g') 

— 0.163 sin { — bg-t-4g') 

— 2.212 sin { — iff^Ag) 

— Ajm sin (— a^f-fV) 

— 8.M3 sin (-V-HT) 

— 0.149 ^in (— ^•«-4*') 
-I- 0.388 sin (-i#-|-6«') 
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' S,tS9 OOS 

0.139 cos 
- 0^71 GM 

> 0.6« CM 

• o:iii cos 
Q.im GM 

• 0,1» CM 

• 0.253 cos 

• 0,605 cos 

> »jm cos 

• 0,175 cos 
' 0,0M OOS 



p^+9jn9UrU — 0.068 ain 



0,100 • 

0,003 s 
0,047 « 



— «.MM »in 

— 0,136 i 
-+- 0.074 • 
^%,l9t MB 

0,006 s 
O.ü^j & 
i— 0.006 s 
+ 0,328 s 
0,541 s 

— 0.113 & 
-♦- 0,027 
-+• 0.017 s 
•+. 0.0S4 s 
-f. 0.054 « 
»MM 
-f- 0.003 « 

— 0.044 B 
-|>«ijofB aiii 

-f- 0,023 s 

— 0,096 s 
«>0,M6 s 

— •,«48 • 

— 1,7M • 
*-«,008 s 
»OylMO • 

— «.«IS ti 



q^H-^jKaMtu —0,05a« 



- e-hb/) 

-5,7-f-7/) 

-4#-<-S^') 
■ 5^-1-10/) 

S 

(- 

(9-*-/} 

üs-hg') 

(-4^ -+-2/) 
(- 

(-2^ -+-2*') 
(-^-1-2^') 

(-3*-t-3#') 

(-4#-|-4#') 

(-2^-».4^') 

(- «-l-4#') 
(-4#-4-5^') 

i-ig-hbg') 
{-4g+6g') 
(-3g-*-9g') 



2.036 sin 
8,316 «in 
' 8.738 sin 
0.190 sin 
' 0,3-23 aio 
■•.8M «in 
0,979 sin 
' 0,432 »in 
-8^884 IIB 
0.146 sin 
0.597 sin 
0,174 lin 
' 0,039 sin 
0,187 sin 

Miscot 

• 8.11» CM 

' 0.006 cos 

• 0.081 OM 

• 8.818 OM 

• 0,709 ros 
' 0.190 cos 

• 8.888 OM 

0,015 COS 
' 0,016 cos 
' 0.023 coa 
0,137 CO» 
0.150 CO» 
' 0.349 COS 
0.002 CM 
0.004 OM 
■0.121 tus 
0.146 CM 
8.117 CM 
0.060 cos 
' 0,048 OM 
■8.818 OM 
0.255 cos 
0,ü3t cos 
■8.037 OM 
0,017 CM 
2,960 CM 
0,012 OM 
0.048 CM 
8.081 OM 



-3^+5*') 
-2#-l-5*') 

- «-hbs) 

-^+*/) 

-ag+tig") 

-5*-»-7/) 
-<g-*-l/) 

-sg+^/} 

f 

V 

-9g+g') 

-VW) 

•2.-4-/) 
-4#-4-2tf') 

- *-»-%') 

•is' 

•V) 

-4ä'-|-3*') 
-3.^-»-3*') 
-%-»-%') 

3ff 

-V-+-4/) 

- *-t-4^') 

-4/r-»-6ff') 

-3*-t-5/) 

-Ig-^-H') 



0,018 OM g 
%Mlk CM V 
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-f- 0,006 si II 

— 0,0C2 sin 
-f- 0,007 sin 

— 0,040 sin 
-f- 0.022 sin 

— 0,082 sin 
-f- 0,016 sin 
•1-0,017 sin 

0,037 sin 

— O.OSV siiJ 

— 0,100 sin 
~0,36» sin 
•4-O.tOl sin 

— 0.002 sin 
-f- OMt sin 
•»0,0!» «in 
«4- 0,091 sin 

— 0,061 sin 
•f-Mtl nn 
-f- 0,013 sin 
>- 0332 sin 

^^12 sin 

— 0^5 sin 
-1-a.ttO sin 

-4- 0,028 sin 

— 0,045 sin 



g 

g-hg') 
-4#-H5*') 



- 0,003 

- 0,047 
-0,038 

- 0.004 

- 0.080 

- 0.14:5 

- O.OOG 

- 0.035 
• 0,002 
-0,IS4 

- 0,078 

- 0.1 la 

.0,027 

. 0,0 r 8 
-0,036 
-M» 

■ 0,973 
.0.002 

.Mii 

.0,022 

■ f.100 

. 0.004 
•0.078 

0,016 
0.045 



OOS 



Cos 

Cos 
cos 

COS 

CiOS 

cos 

OOS 
OOS 

cos 
OOS 



cos (g-h^'y 



--4»-H3/) 
3g 

-3^4-4/) 

-V-l-5^) 
-3(^+5*') 

,-3^-4-%') 

-«^i»«oi<-atr-i-7/) 



cos 

OOS 
DOS 

COS 

cos 
cos 

COS 

cos 
eo« 

cos 
cos 

OM 

cos 

OOS 



3^ 

-^-t-g) 

/ 

r 

) 

%-»-#') 
-3^-4-2*') 

- #+v> 



Die Tafd XX endlich seigt die Controlle, die im Artikel 9. enU 

wickelt ist. Sie glebt der Ordaung nach die beiden Glieder einer jeden 
der Gleichungen (31), deren Summe Null sein mufs. Die Coliimncn, 
deren Uberschrift es anzeigt, geben die übrig gebliebenen Fehler; ich 
habe in diesen, um Raum zu gewinnen, (Codi zur Einheit angenommen. 
Hier ist 7u bemerken, dafs das ronstante CliVf] in S und S' der P'^rlfn- 
gungsgleiclinng nicht Genüge leisten kinn , (ieiin dieses ist blols eine 
Folge daron, dafs wir in den vorhergehenden Störungsformeln n (i — e) 
statt n substituirt h?ibcn und mit diesem n (i — c), das ist mit dem Werthe 
von /I, welcher sich aus den Beobachtungen ergiebt, die grofse Halb- 
adiM g«redn«t haben, üiesco conotante Glied ist aber gerade diese« 
Umatandc« w^en iur die Berechnung der Störungen der sirelten Ord- 
muig wesentlich nothwendig. 
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17. 

Wir luMDuieii nmi in der Bcreduiiiiig der Störungen der iweitea 
OrdnnDg in Beaielniog mif die Mawen, «nd mutien sxt dem Ende die 
Gleichung (I) wieder TOmehnen. De man, mn in aller Strenge bei der 
Integration derselben die Gröben r und t al« alleinige ▼evflnderiidie 
Grö&en anaeben an können, die wahren Werthe der In der rechten 
Seite vorkommenden Gröfsen snbstituiren mufs, ao iai jetaft, nadidem 
wir die rein elliptischen Werthe substituirt haben, um uns den wahren 
Wcrthcn der Slöningen mehr zn nähern, nothwendig die Vermchmngen, 
welche die rein cllipiist hon Wrrihe durch die chrn bri P( Imeten Stö- 
ninaen der ersten Onhmng bekommen h;iben> in Jie Gicirhung (1) zu 
sujjbtimiren. Es ist klar, dafs durc h diese öubaUlulion nur Störungen 
erzeugt werden können, welche mit deu Quadraten und Producten 
zweier Dimensionen der Massen multipllcirt sind. Die Berechnung die- 
ser nenne idi die »reite ApproxfanatMm. 

Ea bieten sich una aogjeicb zwei Teradiiedene Wege dar, die 
«weite Approiimation auaiufuhren. Wir können durch die im Art. 13b 
Torgetragene Metbode die nötbigen Diffetentialquotienten der Gröläe O 
jetat wieder entwickeln, wenn wir nur die apecidlen rein elliptiaGfacn 
Werlbe der darin vorkommenden Gröfaen, um die den Werthcn ^=o^ 
js-^ ctc* ^'=0, f;'= ~ etCi etc. correspondirenden Werthe derStö- 
' rungen veitnebren; da aber, wenn h atörende Planeten vorhanden sind, 

die Störungen eines ieden Planeten von h 4- 1 veränderlichen Gröfsen 
abhängen, so werden die DilTercntialqnoiienten von f?, welche in der 
ersten Approximation Functionen von zwei veränderlichen Gröfsen wa- 
ren, jetzt Functionen von h 1 veränderbthen Gröfsen sein, w odurch 
die Arbeit ungetnein vermehrt wird, lliczu kommt überdies noch, daCs 
man, um die Glieder der ersten Approximaliou z,u berücksichtigen, 
die mit I mulliplidrt sind, die ganae Rechnung mit zwei verscbiedenen 
Wertben von t, alao doppelt ausiiUiren muia. Die Factoren der DÜfe- 
rentialquotienten von ü könnte man durch dieiellie Metbode beatim« 
men, ja man braucht nur jeden speciellen Werth dea Factora mit dem 
ooneapondirendoi dea DÜFerentialquotienlen von O «u multiplidren, 
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um sogleich die ganze rechte Seite der Gleichung (i) entwickelt zw be- 
Locnmea. Mau äieht leicht, daß» luaa durch diese Rechnung die Stü- 
mögen der zweiten Ordnung nicht von denen der ersten Ordnung ab- 
Qetondert, sondern mit ihnen vecemi|^ bekommt; wenn man ebo die«« 
in der Tbet tufsem lange Rechnung durchgefölut hat, ao ift die er^ 
wfinidiite GenaniglLcit dodi nidit erreidity wenn, ine immer au ver- 
mnthen ist, die Beobachtmigen «ne Andening in den mm Grunde ge- 
legten llaMen verlangen. 

Auf weit künerem kann man durch das auf mehrere Ter- 

Snderliche Gröfsen ausgedehnte Taylorsche Theorem jede verlangte 
Genauigkeit erlangen. Dieses Theorem ist es in der That, welches im- 
mer den Astronomen gedient hat, um nach der Theorie der Verände- 
rung der wiilkührlichen Constanten die Störungen, welche von den 
Qtiadraten und Producten der Massen abhängen, zu berechnen, aber 
mau hat die Rechnung immer nur mit vielen Vernarlilässigungen für 
gewisse xirgumente und bis zu einer gewissen Ordnung in Beziehung 
auf die Exceutricitäten und Neigungen geführt. Ich werde im Folgen- 
den zeigen, daft nadi tuiaerer Methode diese BinschrCnkongen keines- 
weges nöihig sind und dafs man, ohne das Mindeste lu TemadilSssigen, 
bis auf eine helid)ige numeiUdie Gröfie genau alle Störungen der swei" 
tan und seihst der höheren Ordnungen vennittebt dieses Theorems he- 
lechnen kann. Es Temrsacht ferner gar keine Yennehning der AHieit, 
die mit TCrsdiiedenen Massen multiplicirten Störungen von einander 
abansondeni, wodurch man in der Folge, wenn die Beobachtungen Än- 
derungen in den zum Grunde gelegten Massen verlangen, die Störungen 
leicht so abändern kann, als wären sie ursprünglich mit den berichtig- 
ten Massen berechnet. Diesen letztgenannten Punkt halte irh hn der 
Auflüsnng der uns beschänicendcn Aufgabe für uncrlafslich nothwen- 
dig, wenn sie niciil I>ioi^ vorübergehenden, sondern bleibenden wissen- 
schaftlichen Werth haben soll, denn die VVertlic der Masseu können 
wir erst mit der erforderlichen Genauigkeit in Erfahnmg bringen, wenn 
die Störungen herecfanet sind. 

Bei Anwemkug der merst genannten Methode kann man nichts 
Weiteres thun als alle Störungen der ersten Ordnung, die man gefimden 

L 
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hat| bei der zvreitCD Approximation anwenden ; bei der zuletzt genana- 
ten Methode kann man danelbe, und tmw mit weit weniger Avbcit tluui, 
auHi kat den Einflnfe eines jeden Go^cienten Tor Augen und liann den 
Ueineren, wenn er ein merkliches Resultat g^hen wird, Iwriicksichtigen, 
so wie den gröfseren, wenn er Unmerkliches hervaihrin^i uheifd>cn. 
Die sichere Lös hVses Punktes lie gt cinzigundallebl in ehier zweck- 
in§r$igen Anorduung der numerischen Rechnung, und die Genauigkeit^ 
welche man alstl.iiiii oiliäll, luTuht mir auf Her Genauigkeit der dieser 
Rechnung zur Gnuidlagc dienenden (iröfsen, das ist der Störungen der 
ersten Ordnung und der Hült'sgröfsen , welche auiserdem gehraucht 
werden. Wir haben aber die Genauigkeit der Stürnngon der ersten Ord- 
nung nicht nach den Potenzen und Producten der Exccntridtäten und 
' Neigungen, wdches unsicher ist, ahgemeasen, sondern nadk mner Cest^ 
gesetzten numerischen GriAe, und werden bei den noch wa bcredmen- 
den HüUsfrOlsen dasselbe thun« 



18. 

Wir wollen mm die GleiehuTig (I) in dem ausgedehntesten Sinne 
nehmen, ncmlich sie als für eine heliehige Anzahl störf^nrlrr f^laneten 
geltend ansehen, deren Störungen erster Ordnung nacii den ui dieser 
Alihdiidlung gegebenen Regeln berechnet !>€ien. Da die rechte Seile 
dieser Gleichung von der ersten Ordnung in Reziehung auf die Massen 
ist, so brauchen irir, um die Glieder der «weiten Ordnung an finden, 
nur das erste Glied dee Taylorschen Tlieovems. Sei nun wie frj&her: 

, (|) 

und dteaes 7* werde in awei Theile leriegt, nemlich: 

wo T", die Gröfsen erster uod die GKifsen /.weiter Ordnung enthal- 
ten suU. Wir können nun T aU eine Function der Grölscn \ v, v\ 
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v"etc. ^, r, r\ r"etc. P, Q, P., <?„ P., Qr Clc-y^nnd-^^/_^,y 
ansehen. lUer wie im Folgeudeii versiehe ich uulei- P, uad Q, zwei 
Oid&aif die tob der Lage der Planetenlialiii m* m der naDetenliahn 
jn eben «o al>hfiiigeD alt P und Q Ton der Lage der Bahn m' m der 
Bahn j»i und eben ao für die folgenden ähnlichen GrSlaen. Aher tun 
den wahren Werth iig^nd einer Function Ton p, 1/ etc« und von p , 
r, Ketc., die die Elemente uhrigena nidit enthilt» ni behommen, rnüfr- 
aen wir alleoUialben statt nt, nt, Ji'letc. resp. n^, n», etc. sub- 
atitniren und /r, Ir' etc. resp. um /C^), /(r), /(r') etc. Tennehren. 
Setaen wir also, wie es im Vorigen bereits auch geschehen ist: 

— iiT=n(0 , na — i»fÄn(s) , itV » n'l ss 

so müssen wir in 'I\ in so fern diese Gröfse Function von X, f, etc. 
und von ^, r, r' etc. ist, nr, nt, nt etc. resp. um n{^), n(z), n\z) etc 
und /r, /r' etc. resp. um /(^), /(/), /('*') etc. vermolircn und aufser- 
dero noch die V ermehrungen der übrigen ohcu gcuanulen Grufäcu be- 
rnckaicLtigcu. Da nun ä,nr^äy, ä»mtsssdg tUi» ist, so haben wir. 
nach dem Tajlorschen Theorem: 

r. - ^ " (0 + ^ » « + «fC) + «•«>. 



+ ^^^^^ + ^^^^ M. 



Wenn man denThefl derDiflerentialquotienten , > 
welcher am der Differentiation Ton Q entsteht, V, Y, etc. nennt, so ist 
infolge der Gleichung (1) : 

V=(iXcos(.-.A)-i + a^^tco.(P-A)-.i)}^r(^) 



..(39) 



..(40) 
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! V„= etc. 

Aber bekanntlich ist 

Hieraus bekoiumt man, wenn man nach v differentiirt: 

und wenn man nach r dlHereoUirt und darauf mit r multipUcirt: 
/da\ f,/rf»n\ /^nx"! . ,/d*ti\ „/d*n\ ^ 

(^;:^) + ''(^)} + '- (d?d?) + '- (^)+««- 

Diese GleidniD^eD in Verbindung mit (40) seilen, daCi 

(40») ... - y = V H- V, H- V, + etc. 

und hiersKU folgt, daCs wir die GrSlsenV, Y,, V» etc., weldie tu» ab 
Hüliagr66eii dienen, nur bis auf eine an berechnen braudien, oder Tid- 
dafi man nur Eine dertelben, nemlick Y m berecbnen btaucht, 
um durch Hvilfe der vontdkenden Gleichung die fibzigen lu bekommen. 
Denn 2' ist von der Form 

Tä« — +i3 — + etc. 
und Y TOn der Form 

wo a und a' periodisdie Funictionen von y, g und g', ß und ßi perio» 
dische Functionen Ton y« g und aind etc. Die obige Gleichung ^bt 
also: 

V, 4. V, -f. etc. = - («+«') - (/3+/3') 4^ - etc. 



da aber \ , nur mit m , \ „ uur mit m muiüplicirt sciu kann etc., so ist 
sogleich: 
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Sei mm nocli 

so ergiebt aich dotdi die ToUsUiidige Bilferentfadon der GldciMiiig (1), 
und warn ivir bedenken, da& im Vorigen 



geeeul irarde: 



s-ZTara)"' 



d.i. 



Ferner haben wir, wenn wir bedenken, daft nacb dem Art. 10. 



för dte erste Apptozinuitioii 

dp) = V rf©7 "sn" 

äQ/^Kdl) cMl 



wid dien to 



dq.) ~\dl.) cuil, 

etc. 
etc. 



woiMis n«n eilidt: 



86 



\dvdPß 

V dvdQ ) 

(d*tt \ ^ 

\d9dqj — 



d'a \ 



( 



I / d'a \ / d'si \ i 

rr » ''\d?dp) *'\dFd9)~sn' 



1 

cos 1 



cos 1 



(d'il \ 1 

\d9dhJ 



\ tlrdQ / V drdl ) 

( d*a \ i d'a \ i_ 

d'a 



(d'n \ / d'a \ t 



etc. 
«tc. 



etc. 



die DifferentiakiaoUentM nadi P mul Q etc. folgendennaal«ea: 

(^)={,i«.(^)-.+.j^,[«»(^)_]}j^(^)j^ 



19. 

Um und ^(^ ru findea, müssen wir uns der Gleichungen 
(H. 22.) oder deren Reihcncntwickelnng bedienen. Da aber die dort 
vorkommendeii //, (/', p und y von den iti dieser AbhandUing auf gleiche 
Weise bezeiclinelen verschieden sind, so wollen wir hier für jene an- 
dere Zeichen einfuhren, uemlicb für P, y', p und ^ resp. X, Y, 
af, y, X und 7' schreiben. Die genannten Gleichungen geben demnach 
bw anf Gvftfbeii enler Ofdnung ind. t 

X = Jr' — X 

Wir müssen uns jcUt erinnern, dafs, wie überall in dieser Ab- 
handlung, p' und ^ die Lage der Fbnetenbahn m', welci»e au jeder 
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beliebigen Zeit / statt findet, gegen die Lage demelben Babn, vrelcbe 
nur gewühlten Zeitepoche «tatt £uid, bestimmen, nnd daft sie ihrai 
Anfangspunkt im auikeigenden Knoten der Planetenbahn m auf der 
Bahn fii' haben. Dafs ferner gleicherweise p und y die jeder beliebigen 
Zeit / entsprechende Lage der Bahti m grgon die Lage derselben Bahn 
bestimmen, welche zur gewählton Zoitepoche statt fand, und dais sie 
ihren Anfangspunkt im aufsteigenden Knoten der Bahn m auf der Bahn 
m, also f 80'' enlfenit von jenen haben. Dahingegen beziehen sich in 
den Gleichungen (Ii. 22.) oder in den vorstehenden Abkürzungen der- 
selben x', y, X und jr auf eine und dieselbe, übrigens willkfihrliche 
dritte Ebene, luid X und Y beziehen die Ebene, weit her x' und j' zu- 
kommt, auf gleiche Weise auf die Ebene, welcher x und^- angehört, 
wie diese beiden Ebenen resp. durch afjr und xj auf die dritte Ebene 
bezogen sind. Auch sind alle diese wAm Gröfsen von einem und dem- 
* selben, übrigens willkühHichen An&ng^punkte gezählt. 

Um nun erstlich ff und ^ als von demselben Anfanj^unkte wie 
p und y ausgehend zu betrachten, ist nidits weiter nöthig als dafür retp. 
—p' und — «ti schreiben« Um sie zweitens auf eine und dieadbe 
Ebene wie p und ^, das ist auf die Bahn des Planeten m, welehe zur 
gewählten Zoitepot he statt fii|id, hinzuführen, müssen wir für einen 
Augenblick die Bahn des Planeten m', welche zur Zeltepoche statt fand, 
als obige dritte Khone annehmen. Hieraus ersiebt sich gleich, dafs — p' 
und — q resp. mit .r' und ? ' correj^pondiren. Weil uun in der gewähl- 
ten Zeitepnrhe {P) und (^>) die La-^e der Bahn in' gegen die Lage der 
Bahn w, also — {P) und — mit unverändertem Anfangspunkte die 
Lage der Bahn in gegen die Lage der Bahn /«' beslituuieu (*), so cor- 
respondiren — (/^) und — (^Q) resp. mit x und^'. Nennen wir also 
Statt X und Y die beiden Gröfsen, welche die für |ede beliebige Zeit ( 



(*) Man muU nemllch fiir Jen Zweck in den .ibj^pkürzlen Ausdrücken Tdr P um! Q 
den Bogen 6', du i<t den aufsleigeaden Knoten der Bahn m auf der Babn in für H «ub- 
atitaimi «i4 dran % «bueben. £• wird, to xu tagen, der Endpnukt und nicht der An- 
fiogipM&t dadiireli um tSO* TerSodert, waiMa fe^, iaU P uui Q in — P wuä 
Ibog^n. (Die BnWfkMa^ bcsiekt «ich c%«ail!di n«r »ut (^), w«jl (P) mtoüL) 
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•tatt SnAeoAt La^e der Bahn im' gegen die nr ZeHepodie Mittfindende 
Lage der Bahn m besdmmeO) k und «o erhalten wir am 

die folgenden Glejchnngent 

* = •♦-«?) 

Um von hier aus zu den Gröfscn P un(\ Q überzugehen, wodurch 
die gegenseitige Lage der Bahnen m' imr! m zur beliebigen Zeit / hc- 
sliniml wird, dieneu die mehrmals angt iulii ien Glf»irhungeu uninillel- 
bar, wenn wir F und Q resp. für X und Y, h niui A resp. für Jtf und/', 
80 wie p und q resp. iur jc undj schreiben. Also 

<? = («)-»•-» 

weil (P) SS 0 iau 

Idi Bemerke, dala die Gleidinng^ (H. 22.) allerdingi mebrei« 
(Sieder der ersten Ordnung in Beaiehung auf die Maiaen gdben, allein 
die hier weggelassenen sind zugleich mit den Quadraten und Producten 
Ton (/*) und {Q) multiplieirt und können daher, wenn die gegenseitige 
Neigung so Uein ist wie bei dem Jupiter und Saturn, unbedenklich als 
Gröfsen einer höheren Ordnung angesehen werden. Bei andern Pla- 
neten, wo es nothwendig sein möchte, ist es ein Leichtes sie hinzuzu- 
füi^'en. Da wir nun bei der ersten Approjümation {P) und ^Q) zum 
Gründe gelegt haben, so ist 

und dien ao bekommen mt 

etc. 
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ich bemerke zum Übcrflufj«, dafs hier wie in allen allgemeinen Formela 
die uuaccentuirtea GroCsea sich immer auf deu riaaetea /n, dessen Std- 
nmgen wir miteniicliien» Iteiidieii. 

Nach (H. Art. 13.) haben wir ferner: 



an 




.(I- 

und die Gröfso S ergiebt sich durch die Gleichimg (30). Man mtlls 
bei der Anwendung dieser den vollständigen Werth von /(/•) substl« 
tniren, nemlich den Werth aus (28) mit Inbegriff der Iii er Gleichung 
zugefugten Conslanle, denn aufserdem wäre das Glied, welches wir 
der Gleirhung (IS), nemlich — cnr, hinzugefügt haben, nicht vollstän- 
dig berücksichtigt. In den Tafeln XIV^ und XIX. ist schon hierauf 
Rücksicht genommen, oder mit anch'rn Worten, die Cohimnen, welche 
S' und S geben, sind streng nach der Gleichung (30) berechnet. Die 
Gleichung (30) giebt uns noch: 



Wenn wir nun die Wcrihe der verschiedenen Theile der Glei- 
cfatmg (39)| die wir in diesem und im vorigen Artikel gefimden haben, 
«ubstituiren, so ergiebt sich? 



r..^.(ö-ir,(^)-±(^)(i^) 



Aber aus 




dr 



M 
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GeQetiseitigB Störungen 



Da nun 

ist, so Lal)en wir, wonn wir die vorletzte Gleidiung nach t difiermtU» 

ren und bedenken, dafs das Glied JT^dr die Störungen der ersten 
Ordnung gielit, die wir st hon berechnet h.ihrn , wnA dafs das Glied 
(■^) ^u^^ da» Glied (^)J'T^dr voa der driUeu Ordnung sind: 

wdche Gltichung die Störungen iweiter Ordnung volUtfindig ettdidt. 
Substituiren wir nun hierin den Werth von 7*. aus (43), so entttdit: 

- T (^) m * ^ '•w-^(v-r.**/-(g)) m 

+ (i )-T ^-«^') S + ^ "V) -H etc. 

+ V,/(r') + etc.-. {p'^p)^s!I^- (?'+7)-l-etc. 

Das Litegral dieser Gleidbung giebt also die Störungen der zwei- 
ten Ordnung YoUttSndigi Es w9re gar nicht weitläuft ig, für ein willkühr- 
IJches allgemein angenommenes Glied den Ausdruck des Integrals ana- 
lytisch zw ent\Tirkeln, aber es ist vortlicilliafter, unmittelbar nach die- 
ser Difforrntialgloichung die numerischen Rechnungen zu führen und 
hierauf mit den numerischen Werthen der Cocffii ionten , wie wir es 
auch öchua bei den Störungen der er^tea OrJanag gelhan haben, den In- 
tegrationsprocefr Toraunehmen. Man mufs also die in dieser Gleidnmg 
TOt^iommenden Factoren, die nidit durdh die erste Appronmation ge- 
geben sind» berechnen, und dann alles nach Vorschrift der Gleichung 
multipliciren. 
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20. 

Die Gröfsen, welcKe nicht unmitteUwr durch die eme Appron- 
matton gegeben «ind, »ind: 

V, V,.e.c.(^).(^)«e.»dP 

Die Gröfse S ist gegeben, und wenn man seinen Aiudrack in 
einer Reihe, wie er im Artikel 9. bereits angeführt ist, 

5 ^ iVr «OS (v+iV) + Jrj' sin 
•etsty so bekonunt man: 



wenn man 



» nHi «in (is^ig ) cos ) 

Hl ' = Jü±£!*L iv J 

macht. Die allgemeinen Ausdrucke für die übrlgea Hfilfs^(sen sind 
bereits anter (40), (41) und (42) gegeben, aber offenbar unterscheiden 
sich diese, mit Ausnahme des Ausdrucks für Uy von der Oleklumg (1) 
nur dadurch, da& die in dieser vorkommenden Diffcrentialquoiicnlen 
von Vl in Beziehung auf eine gewisse darin enthaUenc Cröfse differen- 
türt sind. Wenu wir also mit den Gleichungen (40) und ( iJ) dieselbe 
- Transfonuatiou vornehmen, die wir bei der Gleichung (1) angewendet 
Inbcn, so müssen wir nothwendig ein analoges Remltat bekommen« 
Wir wenlen nemlidi s. B. für fYdt eine Gleidrang bekommen, die 
«dl von der Gleidmng (16) mir dadnidt aBteiscbeideC, daft 



«latt ( ) und (-^^,-) + . (^^-) sutt r (— ) 



TOrkonimi. 

Wenn wir also annehmen, dals 



Ms 
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•d» M haben wir obie WeHeret der Gleichung ( ( 7) analog : 
,y•Vlfr=~[(lW)[lW,•V]C-•*+{i-*.^^*f^Z^»^^ 

- C' *i [i.f'.«]« ein iig+fiT) 

wo die Gröfsen C' \ IJ' ', [i—Zc, i\ c] }XüA \i — k, i', *] bereit« durch 
die erste Approviaiation hekaimt sind. 

Aus dieser Gleichimg belcommen wir die Gleichunj^ii Är J*(^) 

und J'{^)^'^t wenn tvir die JBniwickelaiigBco^ctenteii yoa '*(^) 

resp. durdk die Ton ('^)7i^ {'3T') omT ^ Goef&denteii toh 

enetien; die GrSfimi J*V,</t, f\„dr etc. bekommt man, wie oben 
gexeigt ist, durch fYdr und JT^dr^ Wenn irir nemlidi die Glci* 
drang (40*) mit «fr multipliciren und integiireo, to haben wir: 

^fr.dr ^.JSdr-^J W4t + y V^r + etc. 

auf welche dieselben Bemerkungen anzuwenden sind, die wir bei der 
Gleichung {^'^*^ geiuacht haben. Man bramhl in der Gleichung (46) 
SO wie in dou aiialogen, wie Ii uiu r in f Tih mir die Glieder m berech- 
nen, iu vvelclieu k = o, k=i und x = — i ist, denn die übrigen haben 
nothwendig zu diesen diesdbe Rektion, welche im Artikel 8. entwickelt 
ist. ICan braucht diese Glieder weiter ^r nicht» nur mr ControUe ist 
die kldne Mühe, die deren Berechnung kostet, nidit au sdienen, wenn 
man sie nemlich hhixugefugt hat, so mnis fYdrssso werden, wenn 
man darin r in i Terwanddt, und eben dasselbe findet natürlich auch 
bei den übrigen auf analoge Art an berechnenden Gröfsen statt. Um 
eben dieser Controlle willen habe ich die Integrale nach t statt der 
Gröisen V, (^) » (^) aelbst, weldie eigentlich fiir die Rechnung 
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nach (4i) gebraucht werden, zu berechnen vorgeschrieben; die Arbeit 
ist dadurch um nichts veroiehrt, wohl aber die Sicherheit des Kesuitals 
dadurch vergrüfscri worden. 

£s bedarf also für die Berechnung der zweiten Approximation 
«öfter dem Bifoentuilqaottenteii Ton welche för die e»te Aj^rozi- 
nuttion idioii berechnet dnd, noch 

hk Besiehung auf den entea Theil von Sl, nemlicho,, rechnet 
man am sidiersten nach der Methode des Artikels 13. Man kann die 

bier verlangten Gräften durcti eine kürzere Rechnung bekommen wie 
die in der ersten Approximation erforderlichen. Denn einestheils braucht 
man nicht so viele Eutwickelungscoeflicienten und andemthcils reicht 
man mit weniger Dccimalen aus; dies folgt schon aus dorn Umstände, 
dafs die Stömngeu der zweiten Approximation nothwendig kleiner sein 
müssen wie die ersten. Der Fall, wo die Stönuigen der zweiten Ord- 
nimg eben so grofs oder gar gröfser wären als die der ersten Ordnung, 
ist freilich an sich nicht tmmöglich, aber wenn er eintritt, so i&L die 
allgemeine Auflösung der Aufgabe bei dem jetzigen Zustande der Wis- 
«enachaft unmöglich (Siehe H. Art 1.)* In unscnn Sonnentjsteme trifft 
er nicht ein. Die genannten Differentialquotienten bekommt man leicht 
duidk die Differentiation der Ausdrücke tSae die ersten Differentialquo- 
tienten, welche Im Artikel 13, gegeben sind. Nemlich : 

I» A /rfßA /<i^>\ 

Die speciellen We^he der in der rechten Seite dieser Gleichungen 
TOfkommenden GrOften hat man berdtt aus den för die erste Appro- 
ximation geführten Redmungen. 



\drde/ ~ 



9A 



Cegetueä^ SlSnoigm 



21. 

Deo bereits entwickelten DUGerentialquotienleB Ton >|/ oder 0^ 
iat nichtt lunaiuufiig^, denn es ist: 

Doidi die ingefukrten Gröfien lut man beieitt di^n^en, wdcht 
man Inrauchen mufs, um die Störungen der zweiten Ordnung der Pla- 
neten jM^, ete. m berechnen. Denn «u der Gleichung 

-«-'(^)-^'(^)-^'"(^)*-- 

folgt s 

etc* 
etc. * 

8ft + 4r(^-) + r'(^)=r + r ' (^j-^) + etC 

Hieiaiu leitet man Iddit die betreffenden Di£Geicntbdquotienten 
der Grtlaen ff, O* eic. ab. Die Gittfien V* elc mSaicn aber Ar je- 
den andern Planeten besonders berechnet werden, weil alsdann t>* 
nnd D^* anders sind. 
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22. 

Wir haben nnn noch ü sn entwickeln. Wenn wir den unter (7) 
gegebenen Weitb Ton 



nach g und nach « diSierentüxeni so eigiebt tidi: 

—T—s — 1 = — a ^ — + a — sin (»> — ») Fi— e* 

Diese Gleichungen la&seu sich durch den schon mehrmals ange> 
wendeten Werth der £inheit| nemlich durch 

^ r I , r *«>•(*•—-») 

einfacher machen. Wenn uian das letzte Glied einer jeden damit (uul- 
tiplicirt, so bekommt man ohne Mühe : 

\ dg' J"" i-e« !-«• 

* ^ Bin (f — 



V dg^' J Kl-e 

woraus sich ergicbt: 



cos (^-») s -1:^ (-^^) - 

Die Gleichnng für den Radina Vector glebt leicht; 

= i — e* ^ cos (A— ») 
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oder ^rf-^x 

^ = 0-e')4.e(^) 

Vermittelst dieser Gleichungen und der dritten und Vierten der 
Gldichungea (7) yerwandelt sich (41) in 

\u C"5i5r) -ü (""57-) "~^} (^) 

Da nun aus dea Gleichungen (9) folgt, daiii 

80 vcrwanHolt sirh die vorstehende (Tleichung, wenn man die Bezie- 
hung habenden Gleichungen (9) und die Helationen (1 1) zu Hülfe 
nimmt, in folgende: 

^- 1^ IT L*— (-3J-) — (-zr)J (-37) 

Ferner ist 

am / </n\ _ rfS 

also da die Entwickelang von unter (45) zu berechnen gelehrt ist: 

= C^+'V) + nli;' cos (ig+i'g') 

Wenn wir demnach 

^•-4-[*^(^)-«^(^)] 

«aagenomment 

setzen, so ist in Folge der Relationen (11): 
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ü eanE'' Ii,-* ' sin (Ky + ig + i'g) + nE'-' II;' cos (y.y + ig+i'g). 

Die Gröfsen E"'* lassen sich leicht auf die bei den früheren Ent- 
viclkclungon gcbrauchleu zuriU k führen. Durch Vergleichung der eben 
gegebenen Wertbe mit den Aufidiücken (14) ergiebt sich sogleich: 

aasgenommen : 

= — s (i— e') 

MMgeooaimen : 

Tlicr boflriitct />*•*, dafs man in D" ' k in A verwandeln soll. Alan 
braiuht iur die folgenden Rechnungen hier auch nur die Glieder, in 
welchen ie = o, ie=:t und h = — i ist. Aus (41) folgt, dafs f7=o wird, 
wenn man r in / yerwandelt, und aus diesem Gnmde babe ich hier 
niclit, wie bei dea übrigen Hülfsgrölsen, das Integral nadi r, sondern 
die GrSlse selbst berecbnet. Um die angeführte Eigentchaft als eine 
Piüfiing der Rechnung au benutxen, mulSi man die GUeder blnaufögen, 
in deren Argumente n gröfier als +i ist, nnd dies gescfalhe, wie man 
leicht erkennen wird» wenn wir fC/dr berechnet bitten» durch die 
nenalichen Relationen , welche uns früher dam gedient haben, denn 
die Ableitung, welche im Artikel 8. vorgetragen Ist, kann man Wort 
für Wort mif JTv/r anwenden. In diesem Falle aber, wo wir das Dif- 
fercnti il nach r der Gröfjie j t (i~ vor uns haben, mufs man die Zeichen 
der zweiten Glieder der Relationen (23) umkehren und alsdann die 
Werthc, welche man fiir irgend einen Coeftlcienten, in dessen Argu- 
ment K = ±^ ist, bekommt, mit -+-^ mullipliciren j dies folgt unmittel- 
bar aus den bekannten Regeln der Differentiation. 

Da wir die Relationen nachher in dieser Gestalt brauchen wer- 
den, so will ich sie yollstAadig bersetxen. Es seien also ß^^ nnd j8^> 
die Entwickelung^coelBdenten irg^d einer der Torkommenden Gröfien, 
welche nicht nach r integrirt ist, so Terwandehk «ich die Rdationen 
(23), wenn man, x immer positir genommen, 

s-w » (» + !) 

N 
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lelst, fOr ein pofhhres » in folgende: 

Jimd für ein. negatives *, wobei man bemerken miübj dals ^<~">sm^<*> 
Aimd O'<~*'s0't'' angenommen wird, in folgende 

wo aber, ao wie in den früberen, der Wertb «=0 aosgetcbloMen ist. 

23. 

Da wir in der ersten Approximation die GrdCse JT^dr als eine 
unendUcbe Reilie betecbnet baben, die nadi den Cosinussen nnd ^ 
Bussen der Viel&eben von % g und g^t nnd wenn man dcb mebrere sift» 
renden Planeten btnmdenkt, «neb nacb den VieUacben von y, g nnd 
y, g und ele. fortsebrcitet, so sind die in (44) verlangten ZMIIis* 
tentialquötienten 4er Grölse 7*, nacb y, g, g^, g^ etc. obne HKbe an 
bekommen, unrl snmit haben wir alles wns zur Berecbnung von -^^f 
erforderlich ist. leb werde aber noch auf Einigrs aufmerksam macben, 
wodurch man sich die Rechmmg beträchtlich abkürzen kann. 

Die virr ersten ProHvicte der Glt-ic hunj; (H) lassen sich atif Eins 
reduciren, durch weklies man mit '.vr'iii' ^Inhe jene abieitcn kann. Zn 
dem Endo schreibe man in /?(cj iiixnali 1' sowohl statt 7 als anch statt x 
und nenne die so entstehende Gröfsc nZ, dann bilde uian das Product 

Dieses wird natürlidk in seinen Argumenten vier veiloderliebe Grfliscn 
I** y> 8» ^ entbalten, wom nocb, wenn mebr als ein störender Planet 
vorbanden ist,.resp. g'*<^ ^ etc. kommen, so daft in diesem Falle bdcb- 
•t«is fönf vetündetlicbe OrOfiKm In jedem Argumente vorhanden sein 
können. Die Aniabl der süi Iserecbnenden Glieder wird durch die Ein- 
fitbnmg von V um kein einsiges vtrmebiti nur werden im Endresultat, 
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wenn mau die von gleichen Argumenten abltiingig,en aHdirt hat, mehrere 
Glieder vorhanden sein^ als in einem der vier augcluhrten Producie; 
diese Anzahl aber wird sieh gleich noch rcduciren. Am nZ, x j 2\dr 
bekommt man aber, wi^ leicht zu eiiennen ist, 

J_ /rf(^>\ 7t tf(aZxfTtdr) 

m VäT/ ^ • 35Sr 

wemi man bei den Differentiationen nach y die GrölSw x tat y ansieht 
und nacb den DiCTerentiationen wieder r in y verwandelt* Ferner 

H \ dr J \ät J dydT 

wenn man ebenfalls bei der Differentiation nach y die GrüOse jc für y 
anaiehft, nad> den Differentiationen aber y in ^ und r in y Terwinddu 
Di« für die Diffnentialion nach y gemachte Bemerl^ung kann nuin da- 
dnrdi überflöang machen, dab man vor der Hultiplicalion in JT^dt 
überall y atatt x cchreibt. Die Tier obigen Producte «ind aber, wie 
mtti aidbt, die vier ersten der in (44) verlMiglen. Wir Haben also anfter 
den HClfsgröfsen, der^n Berechnung immer nur wenig Mnhe yenir* 
sacht, für die vollständige Berechnung der Störungen der aweitcn 
Ordnung der Länge und des Radius Yectors nur acht Producte zu he« 
rechnen, wenn Ein störender Planet vorhanden ist. Jedf r ferner liin- 
zukommende Planet fügt diesen vier Producte hinzu und addirt zu den 
schon vorhniuloiieu nriie ilca vorigen ähnliche Glieder. 

Di) aus dem \ orher^ehcndcn erhellet, dijfs für jeden der beiden 
Factorcn des Prüdut ls n Z, ^dt zwischen den, von k ahliim^cnden 

Gliedern die Relationen statt finden, welche unter (23) gegeben sind, 
und für den «inen Factor einei jede« der noch in (44) zu berechnendcB 
Pmdnctc die Relati<men, weldib (j»l) zeigen, to mols nadk den Mtdti- 
I^icationen dasselbe statt finden. Wir branchen daher bei den Mnl- 
tigtUcationen nur die Glieder la berücLsiditi|ea, In weldite «so, 

Ns 
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x=i und ie = — i ist, die übrigen, die merklidi sein möchten, kann 
man nacUier durch die geiiaonien Relationen ohne Mühe enetaen; 
hieraus emflebst eine betrSchtlicbe Abkfinning der Arbeit Mao braudiie 
im ev»ten Produele im Factor fTtdt auch eigentiieh die Glieder, hi 

welchen k = o und nigleich x nicht yorkommt, nicht zu herücksichtigen, 
denn man könnte sie nach der Multiplicalion durch die Bedingpngi- 

gleichung JT,</t = o, wenn man t in / rerwandelt, ersetien, aber CS 
ist vortheilhafter die genannten Glieder mitztinchmen und nachher diese 
Bedingungügleichung zur Prüfung der JAichligkcit der Ausführung der 
MultipliGation zu beauts«n. 

24 

Die Formel (44) kann nnmiltelbar cur numeriachen Rechnung 
dienen. Wir haben nach dem Voihergehendcn jeden Factor als eine 
convei^rende unendliche Reihe; die Form des einen Factors ii^gend 
eines in (44) rorkommenden Products ist immer cos (^y -i-'g'^^g^ 
^- f}^ cos (y.y ^ ig + /g^'>) und die Form des andern Factors ist 
«7 sin (fii; -h fn^'^) -+- cos -f- 7^'''^) mit Ausnahme des Products 
nZx f'l\dT, wo die Forin des einen Fiictors statt der lelztgenrtnn* rn Form 
diese ist: 7, sin (tV-^hi^ + Js •+-'/, cos {tV-i-fig + ft>^'^) : iuer bezeich- 
nen ^^'hmd g'"'' die niiülcren Anomalien irgend zweier dcrbtürenden Pla- 
neten, imd es ist zu bemerken, da(s in Folge des Vorgetragenen k sowohl 
als « nur die Werthe 0, 1 und — 1 bekommt. Das Product iigfnd xmitr 
Glieder in ffZx/7',<'r ist also, wenn man die Prodocte der Sinusse 
und Cosinusse in linearische Sinusse und Cosinusse verwandelt hat: 

= (t Pc9, ■+■ -r p.H') ( Ky + «r -f- (/+ A) g ^ /g<'i /^w) 

(i P^9c ~ T P.'f.) cos ( Ky + tr + {i+h) g ^ /^.w 

+ ( i Pc9, - T p.'/c) sin (— 4. «r — (/-/O g - +Js^-^ 

+ <T Pc^c + X P.9r) (— *V H- «r — (I— A) g — igM + /g«) 

und die neniUche Form kommt den übrigen siehon i'rodurtcn 7.11, mit 
dem aiiciuigen Uulcrschiede, dafs für diese alle t=o i&l. Ein specieller 
Fall der vorstehenden Form der Producte ist aber wo v = ^ ; alsdann 
dehen sidi die beiden letxtea Glieder der Argumente In Eins "»»^ 
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und es entsteht in den beiden ersten Argumenten (^-hj) g'-'^ und in den 
beiden letzten (/ — f) g^'^- Aber wir können nns in derselben Allge- 
meinheit kiirzer fa^^sen. Sei irgend ein Glied des einen Factors irgend 
eines der za bildenden Producle 

=t CO» a p, a 

hf^toA ein Glied des andern Factors desselbigen Producta 

= sin ^ + ^, cos b 

dann amd im Frodoete die hieraus entstehenden Glieder; 

= ( r P^l' -+- 1 f' 7.) ( « + + ( ä ^.7' — P' '!•) cos ( b) \ 

( r i'^<J. — i «»« (— « +*) + (t P»1^ -♦- -^ P^'h) {-a-^- h) i" 

Diese Forn-f^l kann zum Leitfaden für alle zu machenden Mul- 
tiplicationen dienen, wie grnfs aurh Hie Znhl der störenden Planeten 
sei, und sie hat mir beim Jupiter und Saturn auch wirklit fi dazu ge- 
dient. Man mufs sich nur, um die Rechnung sicher anszutühren, für 
dieselbe im Toraus ein festes Schema entwerfen und in der Reihenfolge 
der Ai^nmeote an eine gewisse Ordntmf , am einiachsten an die, welche 
man bei der ersten Approximation des gestörten Planeten befolgt hat, 
bähen. Idi werd« die Form, die ich diesen Multiplicatlonen gegeben 
babe, anafiibrlich beschreiben und durch ein Beispiel ans raeinen Redb^ 
nnngen erlSntem. 

Ich uberuebe das Papier, welches cur Rechnung dienen soll, 
mit horizontalen und yerticalen Linien, wodurch Rechtecke gebildet 
werden, deren jedes geschickt ist zwei Logarithmen aufzunehmen. Oben 
am Rande des P.Tjjiors schreibe ich über je zwei Rerhterte die Tndices 
der Arcuinrntr des einer» Factors des zu machenden Products der Reihe 
nach, wie sie in der ersten Approximation gefunden und in den bei- 
folgenden Tafeln angefidirl sirul. L'nter diese kommrn die Logarithmen 
derresp. Cloelileientcn, von welchen ich den Logai Uljums von 2 (206^65 ) 
abziehe, um das Product sogleich in Secunden ausgedrückt zu bekom- 
men. Am linken Rande des Papiers, oder sicherer am linken und am 
rechten Rande von oben nadk unten, werden die Indices des sweiten 
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Factors desselben Productü jeder ia ein Rechteck gesclmcben, wobei 
dieselbe Reihenfolge beobachtet wird. Die Lopritbmen der Coeffi- 
oientea dietet Factors adireibe ich an den «ntem Rand «inea Stretflm 
Pafners samt den ihren Argumenten nikommenden Indioe». Man ad« 
dirt nun eu jeden einseinen Logarithmus dm einen Factors alle Logp- 
rithmea des andern Factors, und diese Addition grsrhirht vermittelst 
des helnnntrri Anl^ens des Papicrstreifens, worauf die Logarithmen 
des einen Factors geschrieben sind. Die Glieder, welche unmerklich 
werden, erkennt man durch die Addllion der ersten Zifleni tler Loga- 
rithmen ohne Muhe, uiul die ihnen /.ukonirnenclen Rechtecke bleiben 
leer, üui alle Glieder /.u bekommen, die merklich werden können, 
( hebt man, bevor man die Multiplication anfangt, das grufste Glied eines 
jeden Factors aus und diridirt dntch dasseliie die HilAe der numerischen 
Grense, bis su welcher herab man die Störungen genau haben mU; 
der Coeffident ist das kleinste Glied des andern Factors, welches em 
merklidkes Glied im Product herrorbnngen kann. 

Ein anderes, dui-ch verticale Linien in Columnen getheiltea Pa- 
pier dient hierauf um das zu gleic her Zeit auf linearische Sinusse und 
Cosinusse gebrachte Produrt atif/.unehtnen. Die Keductinn der Pro- . 
ducte der Cosinusse urnl Sinnsse .lul" linearische Cosinusse und Sinusse 
mache ich Jicudich zu gleicher Zeil mit dem Auf^cblageu der den Lo- 
garitbmcusuintucu zugehörigen Zahlen nach der Formel (54). Die Loga- 
rithmen der vier in dieser Formel vorkommenden Producte finden sich 
der eben gegebenen Beschreibung nifolgic auf dem ersten Papiere in 
fblgeadw Ordnung gestellt: 











J«8 T P' 


b 


log i p.q. 


log Tp.f. 






»»8 i 



und es ist daher ein Leichtes, die Zahlen dieser Logarithmen gleich in 
die Columnen des zweiten Papiers, weiche für die durch Addition und 
Subtraction der A rgumente m und i sieh ei^ebenden Argumente bestimm! 
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sind, hinziudkreiben. Es gi<'l>t manrliorlei kleine Ilülfsmittcl} die 
jedem Rechner, ohne dafs ich sie anführe, bei der Hand sein wer- 
den, !im sich gegen Fehler bet der Rechnung zu srh{it7,en; zwei die- 
ser Hülf^miltel verdienen jedoch besonderer Er^^'Shnung. Um sich ge- 
gen Irrungen in den alpphraisrhcn Zeichen der eiaieluea Glieder zu 
schützen, dient die lieaicrkiiiig, dafs, wie auch die Zeichen der Co^f- 
ficientcn <j, und beschafTen Min mögen, von den Tier partiellea 

F^roduetCD, welche nmaunen die Coef&deDten de» lineatMclien Simu 
und Coiinns des ProdnctSy aei es in der Summe oder in der DÜferens 
der Argumente derPartoren, ausmachen, immer drei das nemliche und 
das diesem entgegengesetzte Zeichen haben müssen. Ferner: man 
die Zahlen der vier in dem obigen Täfelchen vorkommenden 
Logarithmen der Reihe nach (i), (2), (i), (4), dann werden auf dem 
zweiten P ipi^r in df^n Columnen für die Summe und für die Differenz 
der Argumeule a uud b diese GroIseQ folgeudermaalsen gestellt sein: 



•in 



l 

-H(3) 

- W 



Sin 

+ (1) 
- (4) 



cos 



und zwischen diesen ZaUen mfissen ohne Rücksicht auf die Zridien 
die Gleichungen 

und ilL^i^ 



0«) w 



statt finden. Durch dlr-sf kann man, wenn man das Product mit den 
Augen durchgeht, jcdou Fehler entdcekcn, der durch falsches Addiren 
der Logarithmen oder Aulschlaj;,cn der ihnen zukommenden Zahlen be- 
gangen sein mag, wenn er nur nicht gar zu klein ist. 

Man sieht aus dieser Darstellung, dafs hier ein Aufsuchen der 
Glieder, die dn meikliches Resultat geben kOnnen, nicht ▼oikommt, 
sondern dals diejenigen, irelche ni^t vemachlissigt werden könne», 
«idk gleichsam TOn selbst ergeben. Will man nicht alle, sondern nur 
den CoefQcicnten eines gegebenen ArgmnentS berechnen, so ist zu be- 
denken, dafs in jedem Producte im Allgemeinen jedes Argument durch 
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Addition oder Snbtraction mit einem gewissen Argumente de« andern 
Factors jedes gegebene Argument dos Products hervorbringen kann; 
dieses mufs also, wenn man nic hts übergangen hat, in jeder der vou 
den Rechtecken des ersten Papiers gebildeten Columnen yorlconimen. 
Ai^umente des Products, woria nur die mittlere Anomalie Eines stA- 
icnden Pltneten ▼orkommt, könnea aus jedem Argameiite der FactoccD 
diircb Addition und Subtrftction hervorgebradtt if«rden ; jedes solcher 
Aj^iunente muis sCdi also in jeder der eben genannten Colamnen zwei- 
mal befinden. Die Argumente im Producte, welche nur ein VieUacfaea 
TOn y entbalten , können blofs durch Snbtraction zweier Arpunenle 
entstehen, welche his auf xy einander gleich sind; solcliC kdnncn also 
in j^er Columne vmr einmal vorkommen. 

Als Beispiel gebe irh eine Stelle ans dem Producta ^^^^n(z). 
Die betreffenden Logaiiilnnen des Factors rt(z) sind, nachdem davon 
der Logarilluuus von 2 (jüö2üi ') sublrahirt worden ist, folgende: 

sin I cos 

1. 0 (n<) 

S,1036. I &.3123. 

3. - 1 
5.8233. i 6.681« 

4. -1 

^^M»t \ vm 

1. -a 

4^72. I 4.7777. 
SgBML I i.4838 

Die übenchriebenen Zahlen, welche dte Aifgumente andentcn, 
nnd so m Terstehen, dafr s. B. 1, 0 {nt).„tu «n g nnd itf co«|f ; 4, — i-i... 
sin (4^—^) und cos ((^ — ^'') etC4 anzeigen; eben dasselbe gilt aocb 
Ton den folgenden Bezeichnungen; g ist hier die mittlere Anomalie 
des SatTirns tind die des Ja|iiters. Die Tafel für die Logariliunen 
des Products steht nun so; 
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0. 1, — 3 


— I, -4-2. —2 


0. 2. — 3 


-1. -#-3. -2 


1. -Hl. -2 




cos 
1.&44&, 


sin 
2.2494 


CO» 
8.793, 


sin 
2.0767, 


c«>s 
2.7359, 


sin 
2.3408. 


cos 
2,9959 


sin 
2.6195 


cos 

1.4728 


sin 
1.0599 








i 




> 










j 

< 
• 




7.562. 




~7J8Ö 
7,389 


7,840 
8.0482 


7^444 
7.6531 


8,0995, 
8,3082. 


7,7231. 
7,9318, 


6.576, 
6.785. 


6,163, 
6,372. 






















— — — 


«,-1 










8.559 
8.417, 


8.1 ßi 

8.ü0i. 


8.fil9„ 


ö.aoi 






3.-1 








6^384^ 
6.854 














4.-1 


&.851 
«.323 


6.557, 
7.027, 




8^5808" 
8.2191. 








5,780. 
6.251. 


5.3677 
5.837, 










7.9216 
7,5599» 


8,1897 
7.8240, 


8,8408, 
8,4791 


8.46Vl, 

S.1027 


TiT87 

6,956 


6.905. 
6,543 


2.-2 










8.382 
8.382, 


7,987 
7.987. 


8.6422. 
8,6417 


8.2658. 
8.2653 






3.-2 






















4.-» 



Die oli^rMo Reihe dieser Tafel enthält die Logarithmen der Coef- 
ficienten von (-^)» B- 2,0:1'-. ist der Logarithmtis tlos Cot'fTu icnten 
Ton cos ( — 7-+-",i,'— 2^'), etc. Das iihiigc ist aus der vorhergehenden 
DarstpUtirii; deutlich. Die dirsen Kngai ilhmensummcn zukommenden 
Zahlen zeigt das folgende Tälelchen, wo die Uberschnftcn, welche sich 
auf da« Froduct beziehen, eben so zu verstebeu sind wie die früheren. 



StB 1 CM 


sin j cos 




TOS 


5 in ^ rt>«i 


sin j cv>s 


sin 1 cos 


— »{«> 


— It+I,— 


1.— 1.— «iC«*) 


1» ^ s («0 


— »(«0 


1,% — t(iil) 


m m 

— O.W04i|-l-0.«OOn 








m m 

— o,oo«n|+o,»iii-; 
-f- m^^r Ml 


m m 
-f-B,0IM7j — 0,0»33 

— tll|— 


• 1 

-1- 0,0009» — 0,000« 
-14-11 










»(«0 




«h«, —1(111) 


— «.+4.— »("*) 


«. +\ — «(»O 


— 9*4-f- » 








-f-«,oim'+o,sni7 
-f-o,oo*»»j — %n 


— «.««ll — »,0.W1 
— M»|-|- 6» 


— ü.ooa»' — o.ooosi 


-f-0,0««,— s,osia 






— s,«oou|-|-o,omti 


0, 5, — 3 


— 1. 8, — 1 




— 9 


0, — I, — 1 


— 1, 0, — 1 


»,—«,-« 


-f-0,OM 1— 0/W 
— 1» — II 


— 0,066 j-|-«.<HS 
-f. » 1+ » 






— 0,«« 1— o,oas 
— >• l-H I» 


+•,««« 1-|-0,<M« 

-H » 1- » 









o 
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mt 1 CM 


•in 1 cos 


i!a 1 coa 


(io 1 CO« 


ftia 1 coi 


■M— — MM*« 


— 

■+■ lim 


h - 

»«•««■*•*■ ■ ■ ■ 

— o'oro 

13 

-H • 


. I,» 










— «. 




-|-e,«Mi»! — s,aaui 
— 7 — 1 
















-f- 301t 
— »13 

<— M 


MMMMM* 


























— 43071+ 4M 

— naj— IM 






I» 


— «Com 




















— 4 

— 0,«7 

— U 


— 1.1 

— 0,06» 


1» — < 

-l-tt.«» 
+ » 




— 4 


«, ». 

— M 


— 4 

— 0,«l 

— 10 


kM«MM«»«M 

— 1. « 

— e;'OM 
-f- » 


1. — 4 
-»-9?M4 

-4- M 


1. 4, — 4 



Auf diese Art Mrird das ganze Product durchgeführt und am Ende 

der Rerhnnnj; werden die in der zweiten Tafel in 'y^-dcv Colurnne be- 
ünclliclicii, einem uad demselbea Argumente zukouimendca einzelnen 

Glieder adtlirt. 

Wir wollen nun noch einige besondere Fälle bctr.K Ilten, die 
jedes der zu machenden Producte darbietet. Es kommeu im Allge- 
meinen in jedem Producte in jeder Colurnne zwei Argumente mit ein- 
«nder in Verbräcluikg, ^rea DÜTerens ein« blofse Function Ton y ist, 
und, me wir bereits bei der ersten Approxiination gesdaen haben, giebt 
ein Glied, Jessen Argument nur y enthält» in » ^ und in nz ein Glied, 
welches mit ( multiplicirt ist. Da nun solche Glieder gemeiniglich mit 
mdircrenDecimalen berechnet werden mfissen wie die rein periodischen, 
so mufi» man bei den Multipiteationen hierauf Achtung hal>en und sie 
mit mehr Stellen ansetzen* Aufser diesen giebt der Coefdcient von 
cos (v — g), wo, wie früher, g die mittlere Anomalie des ge^itörten Pla- 
neten bedeutet, im Logarithmus des Radius Vectors ein mit / multipli- 
cirtes Glied, wie dies aiirh in der ersten Approximation der Fall war. 
Im Producte nZxJ 'J\(lT ^i\t das eben Gesagte fiir die Glieder, 
welche in dem Argumente blnfs y und I" enthalten, oder genauer be- 
stininjl, iür die Glieder, weldie nach den V crwandelunizen, welche 7 
und r erleiden, solche, wie die genannten sind, erzeugen küuucn. Da 
diese Glieder jeden Falls eine begrenzte Anzahl ausmachen, so wird es 
nidit undienlich sein de namentlidi amtnftibren. Bs erteugen in das 
Ai^Mment cos (7 —g) folgende Glieder des Ftoducts nZx f T^dri 
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cos (or + y — g og^''> og^^) 
r8m(or + y— gog^'^og^^) 
COi(r Oy— gog^>Q^'-') 

CO» ( r + V — (^w cgt«)^ 

* 

nnd die Argumente folgende ; 

r'l", (or + y og oß^'U^g^'-') 
i(r — v+^<^»<^ 

'y;:;;(r oy ogog^-^og^^) 



Für den Factor « babe idi in diesen Azgnmenten ntch Art* 23. 

beiielningsweise r und y gesdirieben. Et sdieint al« ob die Argumente 
^(T-^y) ähnliche Glieder erzeugen könnten, allein es ist leicht zu be> 
weisen, dafs die Coefilcienten dieser Argumente IVull sind. Ebenso 
rerhält es sich atirh mit den Coefilcienten von cos (P — y). Aufser den 
angeführten Gliedern kommen noch diejenigen in Betracht, welche nach 
den Relationen (23) bcret hnet werden müssen, aber da die Füctoren, 
womit bei dieser Rechnung die schon vorhandenen Glieder mulliplicirt 
werden, klein sind, wenn die Excentridtät nicht gar zu gro& ist, so ist 
binricbtUcb der nrspriinglicb in mZ x J I\({t ansusetaenden Zahl Toa 
Dedmalen weiter keine Auanahme »i macbeo nOthig. Wenn, wie bei 
dem Jupiter im4 Saturn, die Bewegungen sweier Planeten nahe com* 
menaurabel aind und daher unter den Gröften *jy Eine aebr groft 
ist, so muis man in den Summen und Differenzen der Ai^umente der- 
jenigen Glieder der Factoren, welche sowohl mit Rücliaicht als ohne 
Rücksifht auf v das Argument ig 4- i'g' i"i Producte hervorbringen, 
eben dasselbe beobachten, welches eben für die nachher mit t «ulti- 

03 
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plicirten Glieder gesagt ist (•); die Z^hl der melir hin/.uzufügenden De- 
cimalen bestimmt mau nach Maafsgabe der Gröfse des genannten Factors. 
Wfvea «fie mitlkren Bewegungen genau commentimb«], so würden in 
der That hieran» mit t multiplidrte Glieder entstehen. Da die Aniahl 
d^ Glieder, von weldien jetst geredet wird, aueh immer b^renii bt, so 
will ich sie ebenfalls namentlidi anföhren. Es bekommen bei den Lite- 
grationen den Factor folgende Glieder des Products nZxfTdr. 
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pg 
pg 
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9g') 

9g') 



[— r 0Y+ pg -t-qg') 

or V 4- 1}^ -t< 9 g') 
«r 0Y+ pg -t-qg') 



tia 

cos 

sin 

cos 

sin 

cos 



sin 
cos 

sin 
cos 

sin 
cus 

sin 



sin 
cos 



r oy+(p-^i)g'%'qg' 
r — y + pg -t-qg' 
r + y + (p—ü)gA'9g' 

— r Oy + ff g' 
~r — y + ip-i-iig + ^g' 
;— r + y+ pg H-qg' 

r oy^ (p+iyg-^-qg' 

or -h y -|. pg + qg' 

or + V + pg + 

r oy-l- pg -t-4fg' 

r + y + (A>~i)^-*-f^' 
r oy^ pg ^qg' 



Wenn die Bewegungen dreier Planeten nahe commensnrabel sind, 
so erleidet das eben Gesagte keine andere Abänderung, als dafs man in 
den angeführten Argumenten '/A'' ' -H y'i^*"' statt cj^' setzen mufs, voraus- 
gesetzt nemlich, da£s p^^^^)^^j^ ' *chr grofse Factor ist. Bei 



(*) DivH war* wie wir gncben habea, auch bei der ersten ApprosioMtioa der FaU. 
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den übrigen Producten ist niciits weiter zu bemerken, als das was bei 
der ersten Appt oxitnatioa im Artikel 16. in Begehung auf dcu vorlie- 
fjBoAea Fall gesagt ist. 

Der eme Factor einet jeden der in (44) vorkommenden Prodnete 
enthalt Glieder, deren Coeffieienten mit t multiplidrt sind; diese Glie- 
der Terursachen keine Ausnahme yon den för die Multiplicationen ge- 
g^enen Regeln. Sie geben nach der Integration die von der Zeit ab- 
hängigen Veränderungen der StömngscoefBcientcn. Wo diese Glieder 
mit denjenigen Gliedern des resp. andern Factors in Verbindung kom- 
men, welche im Product Glieder erzeugen, die nur y im Argumente 
enthalten, geben sie nach der Integration in n2 und in /(r) Glieder, 
die mit t' multiplicirt sind, und diese vertreten narh unserer Methode 
die Stelle der Glieder, die man bis jetzt als vom Quadrate der Zeit ab- 
hängige Veränderungen der Elemente dargestellt hat. Für die hierher 
gehörigen Glieder sind in dem Pioducto n 7, x J Tdr die CoeCRcienten 
von cos (r — y) und von "„"(f-t-y) nicht rsull, wie es bei den obigen 
der Fall war. In nZ kommt nur Ein mit t multiplicirtcs Glied vor, 
-wefl « nicht gröfser als i gemacht wird ; in einigen der übrigen Factoren 
lind eigentlich mehrere der Artvorhanden, aber in ii(z), n\z) etc. folgen 
diese Glieder immer nach, nach der TOrangegangenen VerwandelungTon 
r in I der Rdation (33); man braucht daher nur das mit Sinus und GosU 
uns von etc. multiplictrte Glied in diese Factoren anCuinebmen, 
um ohne Weiteres in den resp. Producten den Einflufs der übrigen Shn^ 
liehen Glieder berücksichtigen zu können. In denFactoren /(/-), /(r) etc 
mufs man awei dieser Glieder direct mit dem resp. andern Factor multi- 
pliciren, nemlich das von cos i^^, cos og^ etc. und das resp. vom Cosinusse 
und Sinusse von ^, g' clc. abliängige; die Einwirkung der übrigen auf 
das Resultat berechnet man nach den Relationen (o 1 ). Die Factoren 
der übrigen in (44) vorkonitiiriüleu l'roducle cnthtdlen jeder mir Ein 
mit / mulliplicirlcs Glied. ^lan sieht aus dieser Darstellung, dafs die 
vom Quadrate und von den Producten der Massen abhängigen und mit t* 
multiplidrtcn Glieder weit einfacher zu berechnen sind als die übrigen. 

Wir haben nodi ein Glied cu betrachten, welches rieh vor den 
übrigen auateidmet. Ganz gleiche A^nmente in Jedem der 
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Factoren irgend eioes in (44) Torkointuendca Products bringen notli- 
wendig in -^-^j ein constantes Glied hervor \ dieses Glied wtirde nach 
der Integration in den Störungen der mittleren LSnge ein Glied herfor» 
bringen, welches von der Ford af* wSre» wo a constant ist. Eänem 
sokhen Glied« correspondirt aber, wie man wei(s, in der ^ften Adise 
ein der Zeit proportionales Glied ; es ist hingegen früher bewiesen 
dals selbst mit RQcksidit auf die QuadiMte und Froducte der störenden 
Kräfte hein solches Glied in der grofsen Achse existirt ; das constante 
Glied, Ton dem ich rede, mufs also in dem vollständij^cn Wcrlhe von 
IVull sein, obgleich es nicht für jedes einxelne Product Null ist« 
Gleiche Argumente in den Factoren, Ton denen aber das eine mit f- 
multiplicirt ist, geben ferner ein Glied in , welches von der Form 
ßt'^ iit, welchem in der grofsea Achse ein dem Quadrate der Zeil pro- 
portionales Glied correspondirt; dieses ß mufs also aus demselben 
Grunde !\ull sein. lAIan könnte dem xufoltie bei den Multiplicationen 
diese beiden Glieder überall we^lasäcn, allein es iät nützlich sie zu be- 
rechnen, um sich nach der Addition der Producte zu überzeugen, in 
wie weit man richtig gerechnet hat, denn wenn einer oder mdirere der 
concurrirenden Logarithmen der Factoren falsch hingeschrieben sind, 
oder wenn man merkliche Glieder in den Factoren weggelassen bat, ao 
werden diese Glieder nicht Null werden. 

Es kommt jedoch au&erdem in n« ein mit 1* mnltiplidrtes Glied 
Yor; dieses entsteht aus den Gliedern, die in mit nt cos (y — 
iitco%2(y — g), etc. multiplicirt sind; dieses Glied hat deshalb keinen 
Einllufs auf die grofsc Achse und ist im Allgemeinen nicht Null. £s 
vertritt die Stelle der Säcularveränderung der mittleren Bewegtmg; es 
ist übrigens aber nicht ganz das, was man sonst darunter vei*steht, wie 
man sicli leicht durch die Analjsinmg unserer Formeln überzeuj^en kann. 
Man sieht, dafs dessen Bereehnnn|i, so wie die der übrigen Glieder, 
den oben gegebenen allj^emcinen Hej^eln folgt. 

Die Integrationen und die DilTereutiationen, die noch zu machen 
sind, werden ein wenig einfacher, wenn man in allen mit l multiplicir- 

O NimcDfüdi TM Hm. Poiss«« meist, wrf oidi 3« t«b Li 6 ränge m, La PUetw 
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ten Glie<leiii Jcd l'atior n als algebraisches Zeichen stehen läfst, wie 
wii- es bcreiu iu tief eraten Approximation gelliau liabeu. Bei den Be- 
uebung habenden Gliedern der «tdreiideti PlaDeten ut et TortbeinMft, 
M statt n', n", etc. einmfiilkren; man addire also vor den Mtdtiplica* 
tionen an den Logarithmen der CoSf&cienten Ton nV, n'^f, etc. resp. die 
Logarithmen von ^, etc. 

Es ist bereits oben gesagt worden, da& das Frodnct nZ X fTdt 
Null werden muüs, wenn man y in ^Terwanddt; dieser Umstand dient 
zur Controlle der Rechnung. Auf die ncmliche Art kann man auch 
das Product (-i- (^J) — -i- r 2 ?7) S in (41) prüfen^ denn es geht aus 
den (Gleichungen (1) und (4t) herror, dafs der erste Factor, mithin 
auch das Product, IViil! werden mTjfs, wenn man t in / verwandelt. Die 
übrij^cn Prnd'irte werden nach dieser Vcrwandelung nicht INull, aber 
man k himI' ( iii 'm jeden solche Glieder hinzufügen, durch welche diese 
Eigctischait erzeugt würde; die daraus in dem Producte eutsleheadeu 
Glieder würde man, weuu sie xur Coutrolle gedient haben, wegwerfen. 
Ich habe indefs bei den für den Saturn geführten Rechnungen nicht für 
nothwendig gehalten dieses in dran. 



25. 

Wenn man die Multiplicationen alle gemadit und nacb den Giid- 
chungen (62 u. 53.) aus dem Producte nZxfTdr die betreffenden 
Producte abgeleitet hat, so addirt man nach der Vorschrift des Ausdrucks 
(44), oder vielmehr man theih den Werth von -j^iu so viele partielle 
Summen, als Quadrate und Producte vorkommen. Man inlegrirt jede 
partielle Summe und erhält somit die Störungen der zweiten Ordnung, 
die mit verschiedenen Massen multiplicirl sind, von einander abgeson- 
dert; wenn also in der Foji^e die ßeobachlungea eine Anderun^L in den 
bei der Ueclinung angewandten Massen anzeigen, so kann man die Stö- 
rungen dem geuiäfs streng abändern. Da Z", mit der IMassc m nicht 
multiplicirt ist, so kann in den Slönmgcn der zweiten Ordnung das 
Qoa^C der Masse m aidxt Torkommcn, übrigens alle Combinationen 
von |e swei Massen. 
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ftDgfQMine Fom Ton ut noii: 

■ ^J^ = i»a, lia -|> «ft, cot JT 

+ Jii3. sin (kyH-JT) + nß, cot (tcy-F^T) 
lin (nyt-AT) -|- ii««>v cot (Ky-f*T) 

wo zur Abkürziing X für + / .i; ' -t- geschrieben ist. Unter den 
Werthen, welche k diinimiiil, iäl die iNiill ausgeschlossen, weil die da- 
biu gehörenden Glieder besonders angeseut tind; übrigens wird aoge- 
nommen» dals die Goeffidenten der Argumente, in denen » grö&er ist 
als ± 1» nach den'gegebenen Regeln schon berechnet sind. Unter den 
Co€ffictenten a, iS, • dieses Ausdrucks werden sowohl diejenigen tct- 
standen, welche mit nt roulliplicirt nnd, als auch diejenigen, welche 
diesen Factor nicht enthalten. Das Integral nach r des Torstehenden 
Ausdruckt findet sich durch theil weise Integration leicht, wie folgt; 

^ = - J cos +A) + |i. /3 -H sin {t^^X) 

4- cos X 4- sin X 

— -^s,XG0t(f(y+T) 4- s,jrsin(iiy-|-Ar) 

-I- Const. 

Bie Constante ist, wie man sieht, in den Gliedern, wo Ksoist, 
schon berücksic htii/t. Um den ührif^cn Thcil dieser zn finden, rerwan- 
dclt man in dem numerijjchen Werlhe des vorstehenden Ausdrucks t 
in t und addirt alle Glieder , die ein j;leiihcs Argument haben ; diese 
Sutiiuit n, mit umgekehi lcm Zeichen goiionunen, sind die no( h hinzu- 
zufügeudca Glieder der Gonstante, denn es ii>t klär, dafs hierauf dei 
obige Ausdruck Null werden mufs, wenn man darin r in I rerwandelt 
Wur kennen nun diesen dem folgenden gleich stellen : 

cos («y-»-^) + A, sin (ley-h^ 
•k' B,x cos (ity^-A') -H B,iK sin {»y^k-X) 
H- C,nt CDS (xy-f-AT) 4- C.nt sin («y-hJT) 
+ D,XHt OOS (»y-l- 4- D,xni sin (jcy4-'X^ 
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wo unter den Werlhen von x die Null keine Ansnalime macLl. Dieser 
Ausdruck giehi mm durch tlieil weise Integration das mit n multipUcirte 
Integral nMcli / in folgoiuler (ieslalt: 

ni = -r/i. +J'C, + 2j'n } sin (Ky + X) 

H- (/A + /' A } (>^V+ - 1;/^', } X cos (ky+X) 

+ { — /'^^ } ("V+A ) — l/C. } cos (XV4-A') 

-+- jD^xiit sin (xy+X) — - fD,xnt cos (x74-X) 

wo /* fiir ^ ficschricben ist. Dieser Ausdruck, so wie die 

friilieren der Art, hört aufrichtig zu sein, wenn in A'. ./'=/' = /"=o ist. 
Mit «dleiuiger Rücksicht auf diese Glieder ist aber unser Integral : 

ji^ = A,nt sio + nt cos ky H- B,xnt «in »y + B,xnt cos »y 

Es mufs bemerkt vvcrUea, dafs für diese Glieder /> =o und 
Z>^=o ist, denn diese Glieder könnten, wenn sie da wären, nur aus 
dem Producte nZx fTdr enUtehen, aber daoiit in diesem dn Glied 
wie />,d?ii<^(icYH-«r) vorkomme, bt erforderlich, da& in/TVr ein 
Glied wie Aar ^«v enthalten aei, welches aber nicht der Fall ist, wie 
die Formeln der ersten Approximation «eigen. 

Die dem obigen Int^n>l hinzmulugende Constante vereinigt ndk 
mit der der Gleichung (3f ) im Art. 7. Dort haben wir die Constante 
a (i— tf) angenommen und werden sie deshalb hier 

SS — c,«r 

setzen; r, ist demnach eine Correclion, die die zweite Approxinialion 
der Conslante c, welche durch die Gleichung (20) bestimmt wurde, 
hinzufugt. Sie wird diesem gemäls bestimmt und ist also gleich dem 
CoefRcienten von nfcoso in (56), oder vielmehr, sie wird so angenom- 
men, dal» 

IIS = nf 4* periodisch«! Gliedeni 

ist. Nach der Vcrwandelung von r in f haben wir nemlich durch die 
munerisdien Werthe von (57) und (6g): 

P 
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«s = — c,nt + Eni periodischen Gliedern 

und daher, um die genannte Bedingung 7.n erfüllen, wenn man bedenkt^ 
da& nt schon in der enien Approjdmaliou Imizugeiiigt ist: 

Die Bediiiguii§pg^eichuiig 

(¥) = m 

dient hier, um die rtditig^ Anafuhmng der Iat^|»Üon zu untersudien* 
Wir wollen irgend ein Glied der linken Seite dieser Gleichung unter 
folgender Form darstellen: 

= H, cos X + JJ, sin X -k- l.nt cos X-+- /,nt sin X 

+ K. n'l' cos X + K. n't' sin X 
und daa correspondirende in nz durch 

nz = siu X + JI, cos X ■+- I^nt sin X -+- I^nt cos X 

+ Ji:>*<* sin X + ^>*/* cos X 

Durch die Differentiation dieses Ausdrucks ergiebt sich : 

/;+ <jr;| m co« at- |-i /;— «ä^;} mt sin 

+ j K;nU' cotX-'j K,n't' sin 

(Hier haben AT und /die nemliche Bedeutung wie im TOtigen Artikel). 
Zufolge der angeführten Bedingungsgleichung ist also 

r,=fil-2K:) ; /' =-f(I,-2K:) 

und aur^ierdem entstehen noch swci Gleichungen, die aber nichts an- 
zeigen können. 
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Für die Störungen der xweiten Ordnung des Logarithmu» des Be- 
dras Vectors wallen wir uns wieder der Gleichung (H. 16.) bedienen» 
Diese ist, wenn man lur das ei-stc Glied der rechten Seite die hier ein- 
geführte Bezeichnung setxt und die im sweiten Gliede angeieigle Dif- 
ferentiation ausCulut: 



<n(,) \ \ )\dl) _ Kdrdt) KritWK äi) 



Diese Gleichung ist ialegrabel. Weuu mau sie mit muki- 
plicirt, so crgicbt sich nach der Umstellung einiger Glietier vou der 
linken Seite inr recditen und umgekdirt: 



uiui diese Gleichung läfst sich, wenn man bedenkt, dsls S kein r ent- 
iuilt, folgcndcrmaal&ea schreü>en : 

Tt ' \dt)~ dt \It/ 

Da« Integral dieser partiellen Differentialgleichung ist: 

*/(f)-s+/(^;) = <f>(0 



wo eine willkuhrliche Function von ^ ist. Um diese zu bestimmen, 
wollen wir den Fall lietrachten, wo die Störenden Kräfte Null sind. 
Wir liaben in diesem Falle Saso j /. (^)=30 ; f (0» 
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aber es ist akdaim /(^) = o, oder vielmehr gleich einer (konstante, weil 
wir angenommen haben, <ial:> zur Berechnung von uichl der rein el- 
liptische Werth von /a, sondern derjenige Werth angewendet werden 
loll, nelcher «idi am dem durch die Beobachtungen gegebenen n et- 
^ebt* Es ist daher notbwendig f (r) =s Const. und daher audi all- 

as Const. 

Daa Integral geht demnach in folgenden Atwdruck über : 

(60).... /(f) = i- S - I / (^) -h Const. 

Wenn wir iu der Torstehendeii Hleichung die rechte Seite in eine 
unendliche Aeihe auflösen und dabei bedenken, dafs 

(lf).= H-(^) 

ist, so haben wir: 

(6,).... /(,) = 4 8 - 1 ( ) ^ (ig> )'- ± (i^)'± ^ 

wo ich die Constante W^dassen habe, weil wir sie uns der Gröfse S 
hinzugefügt denken können, wobei man aber bedenken mufs, dafs diese 
nicht der rein elliptlsrJio Werth von S oder a*n l^i — ^ ist, sondern auf 
die nemliche Art bestitntut werden muis, wie wir es in der ersten Ap- 
proximation gethan haben. 

Um S foi izuschafien, differcniiiic man diese Gleichung nach t; 
hiedorch ergiebt sich, mit Wcglassung der Glieder der dritten und hö- 
heren Ordnungen: 

aber es ist 

dr dt 

wenn wir daher in der vorstohonden Gleichung t in t verwanden tUld 
für die linke Seite diesen Werth substituireU| so erhalten wir: 
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ät — 2 \dr* ) i \ är ) \dT* ) 

also wenn «rir mit dl mulliplicirea und integriren: 



Um diese Constante zu bestimmen, dienen dieselben Betrach* 
tungen , die wir bereit« im Artikel 9. ftogettellt liabea. Nemlidi die 
Gleichung (61) giebt: 

wo TW hcmprken ist, dafs die der Gröfse S hinzugedachte Constante 
bloÜs vou der Annahme, die wir für die Berecimung voti In geuiachl 
haben, herrührt. Wenn wir also einen Augenblick von dieser Annahme 
abstrahircn, so haben wir durch die Vergleichung der beiden letzten 



Gleichungen ; 



<W. = -J-(i^)^^(^)' 



mit alleiniger Rücksicht auf daa in der rediten Seite enthaltene con- 
atantc Glied. Die miniere Bcwegting, so wie sie ohne das Dasein der 
•törenden Kräfte beschaHea wäre, ist nach dem Vorhergehenden 

— » (t — c— c,) 

und daher för die Torhergehende Gleiclnmg: 

HZ = I» (i+c + c,) t 

also: 

wo k das constante Glied ist, welches bei der Qaadriniim aas den pe* 
riodischen Gliedern entsteht. Wir haben daher: 

Const« « — J.«? — 4-c,-t--r^'H-4* 

Berücksichtigen wir nun den Kinflufs der l ücksichllich der grollen 
.\ch^e gemachten Bt cimgung, so üudeu wir durch dieselbe Rechnung, 
die im Artikel 9. ausgeführt ist: 
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la^-'la^ — 4 ^ (i— c— c.) 
oder bis auf Grölaen der zweiten Ordnung ind. genau 

lügfii wir mm diese Gröfst» flem obigen Ausdrucke für die Coostante 
iiitizu, HO habeu wir TollsttatKlig : 

Es ist also, %reil das Glied scbon in der ersten Approximation 
berücksichtigt ist, für die Störungen der Evreiten Ordnung: 



Um das zweite Glied der l ochten Seite zu fimlen, dinii das bere its 
iui die Störungen der T.ängn Iter* < hnrtc Product J^(^^J-)« Denn da bis 



auf Gröfsca erster Ordnung incl. j:« uau 



ist, sobabenfvir: 

(«).... im'-f'-'ir^)'"*'^ 

wo die Constantc eine Function von r oder vidmebr Ton y sein kann. 
Es ergielit sieb aus die<;er Gleichung, wenn wir sie nach r differentiiren, 
r in / Tcrwanddn und liierauf nach t integeren: 



Die-^e überstrirhfnp Constante ist also rino Kiinc lioii von /// oder 
vielinelir von ^. Um sie zu bestiramen, müssen \Yir einen liestiinmleu 
Weii.li eiuer jeden Seite der Gleichung (öJ) mit einander vergleichen. 
Wir wollen t in / verwandeln, woraus sich ergiebt: 
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Die iiberstrichrne Consianle bleibt, weil sie blofs g enthalt, un- 
verämlcrt, W\c wir auch üIkt etr. verfügeu. Wir wollen daher, 

weil (üob das Eiofachsle ist, g = i^'= etc. =o machen und unicr die- 
ser Annahme . j,^^ . 

(^ ) - ♦» 

setxen. Wir haben daher, wenn wir diese Werthe in (65) siibstituiren, 
für die BestiminuDg der ConsUnte folgende Gleidiong: 

Die hifi" vorijcschriebenr Ixochming ist Icirlil aus/uliilucu, wir 
man sehen wird, wrnu ich zur Darlegung der munerischen Reehiumgeti 
komme. Das wiiklieh cuustante (ilied der Gleichung (63) I>l , wvnn 
man es verdoppelt, die Gröfsc, die vorhin /» gcnauul wurde. Die Be- 
rücksichtigung dieser kleinen Glieder ist für den Saturn und Jupiter 
eigentlich iibecAüMig, aber ich habe sie der Yolktändigkeit wegen nicht 
übergehen wollen. 

Wenn man die Grdften tweiter Ordnung in ni xweimal nach r 
differentiirt und das Differential des zweiten Gliedes in (62) hinzu ad- 
dirt hat» so nimmt folgende Form an, worin die mit t* multipli- 
plicirten Glieder nur mit Aigiuienten, worin ^'s^" so ist, behaftet 
erscheinen; 

-^^^ = tiA, sin X H- cos X -4- nB,nt t&a X nB,nt cos X 

+ nC.n*^ sin X 4- nC^n't* co« X 

Das Integral hiervon lludet sieh durch theilweise Integration wie folgt: 

— {fB. — IPC, \nt&»X -f- \fB. if^C, \ ttt iin A' 

Das Glied, in dessen Argument ^ = /r' = ^" = ist, macht liier 
wieder eine Ausnahme; das Integral davon ist, mit Hiny.ufiiguug der 
Clunsiarüe der Gleichung (62), welches den vorziehenden Werth von 
l{r) ergänzt, 
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/(r) = 4- r, + ^. 4- X ■ + J,nt + i- B, n't' 

Es ist wohl kaum nöthig zu erinnern, dafs in den Torstehenden 

GIcii hiinjjeD, wie früher, X l^iir + i'i:' + i"ü" imd f für — A — -z-^ 

gcsrhrirbrn ist. Da^ ynrfif r 7.u berechnende Intt'^ral J 'J\ (" ^j'jy^l kann nach 
deuscLbeii I i i ielu äust^efiihrt werdeo« wenn man nur X die Bedeu- 
tung )ty-\- ig-h i'g' -t- i'i^ " giebt. 

Wir habca nun, um die Richtigkeit der hcrcchneteu Störungen 
der zweiten Ordnung zu prüfen, eine ähnliche Gleichung wie in der 
ersten AppraxiiiiatiOD. Die Gleidiung (61) giebt Demlicli: 

s=./WH-(ti)-i("j:>)- 

wo für das letzte Glied sein Werth aus (66) genommen wird« Ebeu to 
haben wir für die übrigen Planeten: 

8' = "(0-H(^<-?)-i(^i?)' 

»'-./(0+(^)-f(^)* 

etc. 

wo, wie immer, 

^ V t — c'* ) 

etc. 

iiu Die folgende Gleichung, welche im Artikel 9. för die Störungen 
enter Ordnimg die Bediogungsgleicbmig ergM>i 

Ififtt dcb folgenderauiafien euf eine beliebige AnsaU von Planeten an«- 
dehnen. Es in 
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O, = T-H 3- + T--|-etc. 

m \ , m" 1 . m'" i 



«/ — -nsr + + etc. 

etc. 



Hier bedeutet sowoU ab i^i^f^ die Botfenning der Jlaneleii 
m^-} und if^«); es ist also AgJ = Ä^j. 

Es ist eine characteristiscbe Eigenschaft der Grölsea (2, daDs 









— etc. 


(^j ) 






—etc. 








—etc. 




-(^)- 




—etc. 



etc. etc. etc. 

wo 0(3j der aufst^'igcncle Knoten der Planetenbahn m<^^ auf der Planeten- 
bahn m''^^ iät. Da aber alle il Functionen von 2 0^^ sind, so können 
wir hier auch e^'J und o[„') mit einander Tenvediseln. 

Die Differentiation des ersten Sjstems von Gleidiungen giebt nns: 

dir) = -i^ V^) + -irr C^) + 

Q 
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Feiner ist »feige der obigen Bemerkung: 



hs:) = 
























etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



Aus der Gombination der vorstellenden Gleicluii^en liekommt 
man nun leicht die folgende, welche för Tier Planeten TollstSodig hin- 
geschrieben ist. 

C-^) + •^'^ (^) - «^M' (lü) * »>" (^) + - 

.-»V{(^).H^ 
— etc. 

Wenn die Dinerentialquoticntcn von 12 bis auf eine gewisse (.)rd- 
tuing in Bexiehung auf die ^Massen entwirkell sind, so mufs nothwendig 
diese Gleichung von selbst iu so viele ( jK iclunigen zerfallen, als verschie- 
dene Comhinationen der Massen vorltaatlen sind. Für die Slöiuogcu 
zweiter Ordnung gicbt daher die Verbindung eines jeden störenden Pla- 
neten mit dem gestörten sowohl, wie die VeiUndung der GooniBnaten 
des gestörten mit den wSt seiner Masse nniltiplicirten Gröisen abgeson» 
derte Gleidiungen; wir btaudien daher bei der Entwickelung der 
Bedingangsgleichungen für die Störungen zweiter Ordnung audi nur 
zwei Planeten zu berücksichtigen; die so entstellenden Gleichungen 
können» wenn sie mit der voiytehenden TcrgUchen werden, bei jeder 
beliebigen Anzahl TOn Planeten angewendet werden. Wir brauchen 
also nnr, um zu unterm Zweck zu gelangen» die Gleidinngen (31) d^ 



Digitized by Google 



Jupiten md Saiums JrtUM 27. 28. 



123 



Aitik«! 9. oder Tielmebr die Gleichung, au» welcher diese enUtanden 
iit, hk auf GrO&en zwetler Ordnung genau su entwidbeHi. 

Die in der GiObe (^1^) enthaltenen Grdften xwetler Ordnung 
kAnnen unbedenkUdi Null getetsi werden, denn man bat geaehen, ^bft 
•te iur die Störungen erster Ordnung'bei dem Jupiter und Saturn schon 
gleich !S^iil] hätte gcsetst werden können. Es ist selbst wahrscheinlich, 
dafs die in ihr enthaltenen Gröfsen zweiter Ordnung für weit gröisere 
Neigungen .nb die des Jupiters und Salurns gleich Null gesetzt werden 
können; übrigens ist es nicht schwierig, diese Glieder zu berücksich- 
tigen. Wir haben es hier also eigentlich nur mit den in ( j^)» 
und — "^"-T" enthaltenen Grülscn zweiter Ordnung zu tbiui, und 



diese führen, wegen der zwischen ihren Diffcrcntialquotienten statt fin- 
denden Relationen, auf einfache Ausdrücke, die jeder uiil Benutzung 
det hier obwaltenden Princips leicht wird ableiten kdnnen. Deshalb 
und weÜ idi die Bedingungsgleiehung dodk nicht anwenden kann, beu 
▼or Idk die Störungen der iweiten Ordnung de« Jupiters berechnet habe, 
'Qbeigehe ich bis dahin die Entwickelung^. 

Scidieislich bemerke ich, dafs die obige Bedingungsgleichung 
für die verschiedenen Q, auch statt findet för die im Artikel 1 2. ge- 
nannte Gröfse, wenn man sie mit den analogen, dm andern Planeten 
zukommenden Grölsen verbindet. 

Wir haben, wenn wir die Gleidiungcn (32) des Artikel 10, auf 
eme bdiebige Ansabl störender Planeten ausdehnen: 







«II 






an 




an 






etc. 




etc. 


am 




«» 

Vi-«' 






an 




Vi-c' 


-f- ClC. 




etc. 



p r/'/n\ „ /da\ „ 



1 +C0» 
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wobei man jedoch bemeHun difii unter (^), wo diese Grefte 
mit P oder Q mnltipUcirt ist, nur der Thefl des ToUstflndi^en Werthm 
Tentanden irird, weldher in der enten Approximation Ton den Coor- 
(ßnalen der Planeten m und abhängt und dab Ton derselben Grfilae, 
wo sie mit P, oder muhiplicirt ist, nur der Tbeil genoDirnoii werden 
toll , welcher yon den Coordinaten der Planeten m nnd af' abbüng^, 
nnd so femer. 

Um die Stöningcn dpr rweiten Ordnung in Beziehung auf die 
Massen bekommen, müssen wir die vorstehenden Glpichunj;;en als 
Functionen von -7^-— ; ns, n'z, n"z" , etc. //•, //•', //■ ' etc. O, 
P,, Q, etc. betrachten, also demgenuifs diffoieiitiiren und in das erste 
Glied des Ta^lorschen Theorems subslituiren. Da 

\äv) dt 

ist, so ist et Tortbeilbaft, in den vorst« henden Gldclumgen hA den 
DifTerenUationen die Glieder, weldie enthalten, TOn den übrigen 
abnisimdem. Setien wir daher: 
1 

SS 4?" ^■=^ — ^^-^^ ^ _ etc. 

dt dt ----- — 



p 


■ 

dS, 


P, 






i-f-eosl 


Tt 




iL 




Q 


dk 


<?' 




II 

d^. 




dt 


l+oo 


it 


dt 



tiq dg V rta> tfa« 



Ii 



wo S„ S, etc. re^* die Theile TOn S bedeuten, die in Becaehnng anf 
dat eben Getagle TOn den Coordinaten der Planeten m und ni' und TOtt 
denen der Planeten m und u.t. w. abhingen; beieichnen wir ferner 
nnt S( die Störunge xweiter Ordnung in S, und erinuem wir uns, dafii 

Kl— *■ 

ist, so erp«')»cn sich die DiiTercntiale der Stoningon zweiter Ordnung 
wie loli;t, HO indefs nur Ein slöicudcr Planet beriieksiclitigt ist, weil 
die Glieder, die ein zweiter und dritter erzeugt, leicht den dastehenden 
analog hinsugeTugt wnden bfinnen. 
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* — (^) s.- (^) -(.) + '<") 



1 . J _ <?_ 



Wir wollen jetzt, indem wii: die Ausdrücke für die in den vor- 
atehenden Fonneln enthaitenea Di(&rentiaIq[Uotieiiten entwit^ebi» von 
dem im Ait. 10. Voigetragenea Gebraudi macheii» und demaulblg^ O 
«ufäeiiialb Q gleich Null «etzen. Wv ludben denmach «ogleicli: 

-TT 



I I II 

-35- - »8 T ^ -2r - T f ' -3r - 

oder wenn wir die im Art. 10. gegebenen Wcrthe von ^ und ^ »ub- 
stiluiren uuil für zwei störende Planeten hinschreiben: 



186 Gfgamiiigg SlSnmggn 

dp _ am /dQ\ an /da\ 

dg an / äi: \ i an /da \ 1 

Die Entwirkelung dieser Glcicluingon kann atis demselben Arti- 
kel ohne Weiteres entnommen wcrtlcn. Da diese nadi den Vielfachen 
der Anomalien g\ g" etc. geordnet sind, m ist Linsichtlich derDif- 

ferentialrpjotientcn der Gröfsen und nach g, g', g" etc. nichts 
anderes zu tliun als geradezu in Beziehung auf diese zu difi'erentiiren. 
Wir haben ferner : 

an / if^P. \ an^ / \ 

drdt)~ ^Vdrdl) ~~ Kill? '\drdh) ""•^ 

\_ an / d*ü \ i an / d*V. \ J , 

~drdl)~ ''Kdrdü) sinl y^Z^ '\drd^,) txul.'^^ 

Da die EntidckelnDg dioter deidMiageii nach Anldtmig des V4n> 
beigdieaden femapbt werdea kana und da wir die besugliclien Diflfo- 
rentialqiiotienten tod Ö idion liei der Beredmuag der Slönuigeii der 
Unge gebraodit kaben, ao Inetet «ie weiter nicbtaBeineikeiiawerdiea 
dar. Die Gröben 

ergeben sich aus jenen Tcrmittelst der Gleichimgen : 

-(#) = ' (är) (är) + ^" - 
- (4) = ' (ä.) * G^) - i-än) * 

wobei die in den Aitlkdn 20 und 21. gemadkten BMaerkungen eben- 
falla amnbringen lind. Für die Bntwickelung der Tier Gröfien 
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dFStß^^SIi VdT) •» KÖQie)'*' VdT) 

die ich zur Abkürzung der Reihe nach mit >/, B, C, D bezeichnen 
werde, will ich einige Uülfsgröfiscn anführen. Wir haben (U. 18.): 

dl =^dP + ^dQ 

•in I nn I ^ 

also wenn man Bso macht: 

(di\ /äl \ 1 1 /^^\ 



j ' j • 

<^.C<mI </.CO<I Y |-K»»I • 1 tgl 

sich ergiebt. Femer stehen die Werthe von ^ und ^ vollständig 
folgendermaafsen : 

und warn man dieae Ausdiücke mit BerÜduichtiguug der Tovsiehenden 
Gleidumgen differentürt, ao ergidbt' «ich leidit: 

^ an f r/d'SlX »inl /rffiXT 1 /«/S,\ 



128 GegmmHigg SiontHgm 

wo in dea DifiGerentlalquoÜeiiteii von 12 nodk 6 s o gemadit werden 
mnlsy in ao fem dieser Bogen isolirt Torkommt. Wir eriudten diese 
Differentialquotienteu durch die Differentiation der Gleidningett 

ipj^Kdi) oMi ■•"wo/"5srr 

( </n \ / </n \ C059 _ / \ wnO 
dq) ~ \di) c«m1 VJe/ «nl 

mit Berucluickt^;ang der el>en g^gdbenen Werthe Ton (^j ) etc. Die 
leicht Musufulirende Rechming giebt: 

d'>c/(?/ ~ »in l cmI We y «in» I 

i^^J ~ V"rfr» / ^.s ~r w w CO.M 

suhstituirt mau diese Ausdrücke sowohl als die folgenden: 

dp) ~ \dii) am 1 

\dQ/ VST/ ooi 1 
in die obigen für J?, Z^« so bekommt man : 

1^ TT^«" Wi* /^ 
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Statt der Gleichungen (7i) haben wir nun die folgenden: 

— ji iy'+p) — B — etc. 

+ (Ä)"W + ^'(^)'(0 + elc. 

— C <^+p) — D i</-*-i) — ete. 

wie man sieht, fiigt das letzte Glied der Gcöiae y «elhii unmittelbar den 
Ausdruck tg 1 I.S, -f-clo. liinru. 

Die Axisflrücke iiir die erslen Differentialc|iu)ticntcn von il,, welche 
ich im Artikel 13. gegeben habe, geben leicht die zweiten DifTerential- 
quotienten nach I und 6 folgendcrgCj>talt : 

15^) = Vdtr) ~ * 5? 

Die Entifickelung der sweiten DifiTereotialqttolienten Ton Sl« ge- 
fdiieht nach den Formeln (36) dea Artikel 13., nadkdem man darin för 

K i llur« i^<P* Differentialqptotieoten tubstltuirt hat. Diese be> 
kommt man durch sweimalige DifTerentiation der AnsdrQcke (36) ohne 
Bf&he, wie folgt! 

^^jf^ SBS — -i- ««' COS I siQ (x — ©) sin (t'— 0) 

R 
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und femer liienatKsp.: 

wenn man 7'+^° iur ir' schreHii und mit — e* mulUplicirt; 
wenn man 90* för t «direilit und mit ^i— multiplicitt: 

dV) * Künldlds) * Kün'ld«'} 

wenn man tt-^-so" für ar, w'+so' für 7r' schreibt und mit ^^i— e*. Yi — 

muhi])li( irt. 

Für die gegenseiligen Störungen des Jupiters und Satiuns wird 
TOn der ReiHeneatmckelung dieser Gröisen nur ein einziges, ncmlich 
das «instante Glied gebraucht. Aus dieseia Giunde habe ich sie nicht 
nach der im Artikel i3. gegebenen. Methode berecfanet, sondern Rech* 
nungen benutzt, die ich bereits vor ein paar Jahren mit den hier zum 
Grunde gelegten Elementen nadi einer der La Piace'schen jihnlichen 
Methode ausgeführt, aber wieder li^en gelassen habe, weil ich sah, 
Jafs ich die gewünschte Genauigkeit nicht überall erreichen würde. 
Für den Zweck, um den es sich hier handelt, sind diese Uülisgr&isen, 
wie ich weiter unten zeigen werde, hinreichend genau. 

Wir haben hiermit alles, was zur Ton.stäntligen Berechnung der 
Störungen der zweiten Ordnung in p und tf eriordcrlioh ist. Das was 
im Artikel 25. über die Art der Ausführung der MultipUcationen gesagt 
i«t, fmdet hier ebenfalls Anwendung. 

Die periodischen Glieder der zwei Factoren irgend eines der in 
(73) vorkouuiienden Producte geben durch Addition und Subtiaction 
der Aigumente im Producte wieder periodisdie Glieder; sie geben 
durch Subtraction auch ein constantes Glied. Das mit nt in dem einen 
Factor eines Products multiplicirte Glied gjebt, wie früher, die Verän» 
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denitigon der Störungscoefficienten, die der Zeit proportional sind; sie 
geben überdies ein Glied, welches nur luit nt multiplicirt ist, aus welckem 
bei der Integration iu p und q ein Glied entotcht, weldiea dem Que-i 
drete der Zeit proportional ist. 

Die aUgemcine Form der rediten Seite der Gleichlingen (71) iit 
also n»cK den ausgeführten Multiplicationen: 

nJ/, cos A' ■+•«//, sin X -+■ nlJ^nt cob X -4- nH',Rt sin X 

wo AT (ur ig -+- i'g'-^ i'g" geschrieben ist* Das Integral hierron Ist, mit 
Ausnahme des Gliedes, wo ATas o: 

{///, «in X - {/Ä, -/-ä; J cos X 

+ fH'.nt sin X^fHlttt cos X 

Das integral des Gliedes X=o ist: 

29. 

Ich komme jetxt aur Dariegung der numerisdien Rechntmgen, 
welche ich für die Störungen aweiter Ordnung gemadit habe. Von die* 
sen sind aber nur die des Satums vollendet; es ist mir von dem Zeit* 
punkte an, wo idi au dem Besitze der angewendeten Methode gelangte, 
bis zu dem Termine, den die Kdnigl* Akademie für die Lösung der 
Preisfrage gesetzt bat, nicht Zeit genug geblieben, um auch den Jupiter 
vollständig zu berechnen. Es läfst sich aber mit Gewifsheit vornTi^sehen, 
dafs die Brrot hninii; <lor Störungen zweiter Ordnung des Jnjiifcrs we- 
niger Arbeit itoslcn wrrdr wie die des Satums, "weil thu t die stiironde 
Kraft kleiner ist, die ^ orsclit il'loii dalicr, welche i'i'ir die Bcwcguii'^ des 
Saturn»- ausiidubar ;>iiid, ■vvertlca es mit nicluereni ( I runde iiir die Stö- 
rungen des JiJjjiU rs sein. Der Uranus kann iu der Bewegung tles Sa- 
tums merkliche Störungen, sowohl erster als zweiter Ordnung hervor« 
btiogen, allein da die Kdnigl. Akademie in ihrer Preisfrage diese nicht 
Teilangt hat, so habe ich keine Rücksicht darauf genommen; die hier 
gegebene Methode gestattet, sie, wenn man will, hinmsnf&gen, und 
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Gegenseilige Störungen 



um die mit Yenchiedenvk BlMiea »raltiplicuteii Glied« Tcm dnuidcr 
gfteennt-sn eriudten, iat es sogar notl -v -"h'g, diese genannten St0- 
ningea abgesondert .Ton den andern «i l>erechnen, obgleich einige von 

den nemlii lioii Arcumenten ;ibhän«cn und dalicr vor der Bcrochunna 
der Stuniugen zweiter Ordnung zu denen erster Ordnung hätten addirt 
werden können. 

Die Tafel XXI. giebt die Enlwickelungscoefficicntcu der Grö&e 
$2,, welche für die Bcrechnurig der Störungen zweiter Ordnung der 
LiDge und des Lognithmus des Radius Vectors erforderlicli rind. Die 
Überschriften zeigen xur Genüge, was in den verschiedenen CohimneB 
enthalten ist. Wegen der sehr kleinen gegenseitigen Neigung der Bah- 
nen des Jupiters und Satnins fiigen die GrOisen P und Q den lUnigpn 
Störungen nur hödist Unbedeutendes hiniu, die hidier gehörigen Dif- 
ferentialquotienten stehen daher gröfsleutheils nur da, um aufs Deut- 
lichste zu zeigen, dafs man sie fast eben so gut hätte vernachlässigen 
können. Die Taft-ln XXTT. bis XXV. geben dir Hülfsgröfsen, welche 
aus jenen nach limzufügnng des aus ii entstehenden Thells, welcher 
Ijereits in den Tafeln, die der ersten Approximation angeiioren, ent- 
halten ist, durch die Formeln (46) und (49) berechnet sind. Bei dem 
Producte nZxfTdr, welches in der Tafel XXVI. gegeben ist, ynH 
ich etwas lünger stehen bleiben und einige bemerkenswerthe Glieder, 
welche dieses darbietet, nSher erklären. 

Vor allen Dingen iaber bemerke idi, dals ich dem Arlikdl 39* 
gemäfs r für in dem Factor nZ, und y fiir x in in Factor fTdr 
geschrieben habe ; ferner ist hier, so wie in allen naci&folgenden Ta- 
feln, um das wiederholte Hinschreiben der Null zu vermeiden, in allen 
mit ttt multiplicirten Gliedern o^'ooooi nir Einheit angenommen worden. 

30. 

£s ist bereits im Art. 24. gesagt worden, dafs die CoelBcienten 
Ton cos (r— 7) und von ^(r+y), die nicbt zugleich mit nt nraltipli- 
drt sind, Null werden; dies kann auf folgende Art leicht bewiesen 
werden. Seien iigiend swd Glieder in nZ 
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= a sin (J^+X) -4- b cos (r-4-A') + c sin (— r+AT) + </ cos (— T-i- X) 

wo ^ für ig + i'g' geschrieben ist; dann sind nothwendig die Glieder 
in fT^dr, welche in VerJ)indung mit jenen di« genannten Argumente 

hervorbringen, 

s Aa cot {'f^Xy^-hh «in (r^Xy+heCM (-~^X)~kdam (— y+X) 

wo h tat ±LtillL gesdirieben ist. IHt Mnltiplication dieser Glieder 
^dbt ohne Schwierigkeit; 

h (rt -1-^ — c' — d^} hin (r — y) -+- /* {ab — ba-k-od — d<i) cos (1' — y) 
4- h (ac-^bd — ca — db) sin (r+y) ■+■ h (ad+cb—da — bc) cos (r+y) 
= A (a'+b'-'c'—d*) sin (F— y) 

welches nolhwcndig für je vier betreffende Glieder, also auch für das 
ganze Product slatt ünden mufs. In den gleichnamigen aber, ruil nt 
miiltiplicirten Gliedern verhält es sich gerade umgekebrtj sie können 
nur durch die beiden folgenden Glieder 

ant sin r 4- ßnt cos r 

in hZ vom 

i3 eot y « «in y 
mfT^dr herroi^ebnieht werden, deren Produet 

SS (aß-^ßa) nt sin (l'-hy) (ß'—a') nt cos (F+y) 
(aß—ßa) nt sin (F— y) -t- {ß'-t-a'') nt cos (1— y) 

Die Coefllcienten von T !™] y vtnd y'^\ P «ind bis auf ein ein- 

COS«' * ' CPi^ 

ziges Glied einander gleich, aber mit entgegeng^setsten Zeichen be- 
hai\et. Dieses Glied habe ich, um es bemerkbar zu machen, in der 
Tafel abgesondert und mit zwei Decimalen mehr angesetzt, weil es nach 
der Integration mit /' muhiplicirt sein wird. Die Sache verhält sich SO : 
Seien irgend drei Glieder in nZ 

|rsinXH-Arc08 jir-«-^sin( T+X) -|- < cos ( T+X) 

+ 1| «in (-^r-hX) -I- 6 CO« l—r-^X) 

dann sind die drei cocreffpondirenden in JTdr^ weldie in Verbindung 
mit jenen die genannten Argumente berrorbringen k^^en, folgende: 
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h^y cos X — h?.y sin X + h^co» ( y+X) — htän( y+X) 

4- An cos i—y+X) — sin (—y+X) 
und im Prodncte ergeben sieh : 

_ A ('^6 4- eA ■— — X5) r sin y 
— Ä _ A^-f. £6 — Ar) r cos y 

+ /* (|^+ «^^ — — 7 sin r 
+ k (f^ — ^9 — Xk) y cos r 

Die V erbindung soh her Glieder giolu also die genannton Corfli- 
cienten bis auf das Zeichen f inander völlig jiloieh, tmd dies fiiidel für das 
^iTize Product bis auf Ein Glied statt, rsemlich. das Glied in nZ, welches 
dem folgenden in JTdr corrcspoudirt, 

iG cos y sin Y 

weicht TOn der obigen Fonn ab, indem es mit n / mnliiplicirt ist, und 
daher entsteht im Coefncienten TOn r ^"J y ein Glied, welches nit ht In 
dem von 7^,} T, sondern in...ttl^} V das ihm correspondirende hat. 
Die obigen Glieder leigen zu gleicher Zeit, dafs das constante, mit yV 

mtiltiplirirte Glied Null ist. denn multiplicirt man die ersten Gh'eder 
der obigen Ausdrücke mit einander, so bekommt man zum Product: 

welches offenbar Null ist. 

Man darf aus diesem jedoch nicht folgern, dafs man bei der Bful» 
tiplication die obigen vier Glieder , welche sich hier gegenseitig auf- 
heben, ■«T<;lasspn könnte, denn bei der Addition der Argumente ad- 
direu diese Theile sieh, welche hier subtrahirt werden. — In jede Ab- 
ihcilunp der Tafel gehört 7.nm vollständigen Prodncte noch ein Glied, 
weit hes mit y } A nnilliplicirl isl \ da diese Glieder aber l)ei den nach- 
her zu machenden Dillerenlialioncn von selbst verschwinden, so habe 
Ich sie g^r nicht aufgenommen. Die Glieder ^} X, V X fallen eben- 
falls bei den DiOTercntiationen aus, aber ich habe sie beibehalten, weil 
sie mr Prüfung der Rechnung dienen* 

Nicht nur die hier angeführten Glieder des Products, sondern 
auch die übrigen, in welchen X nicht Null ist, bieten rückaicfatlich 



Digitized by Google 



Jv^Un und Sutunu Artätai 30. 



135 



der Factoren, welche äie durch die Muhipllcation hckommcn, manches 
Merkwürdige dar, von dem ich das Wesentlichste anführen will, weil 
et nfittlkh mid buiii, es xu mssen, wemi £e Bewegungen tweier oder 
dreier Planeten nahe commensurabd nnd. Ich werde mich auf den Fall 
der genäherten CommensarabiUtät sweier Planeten heschriolen, wefl 
dieser för den Jupiter und Saturn «tatt findet und wefl dasj wie ich ta- 
gen werde, leicht auf drei Planeten auagedehnt werden kann. 

Da die Argumente F— v •+- "f g'-h "i^g und r+y-l- n^if^b-Tg, in. 
welchen tt' und tt belichige ganze Zahlen sind« nach den DifTerentiationen 
und der Verwandelung von F in y in das Argument oy -+- "tt ^,' -+- -g ül)cr- 
gehen und ein solches Argument bei der nachherigen Iiitci^raiiou in Be- 
ziehung auf T den Factor :r hckommt, so scheint es, dafs sie im End- 
resultat mit ( y^, " multiplicirt sein werden ; femer sdieint es, als ob 
die Coefikicaten der Argumente — F — y+v'g'-i-Tg und I'-J-yH-^^'+tt^ 

im Endresultat mit - . amlliplif irt sein werdeu; dem ii>J. aber nicht 

immer so, denn sie erhalten oftmals durch die vorhergegangene ^lulli- 
plication den Factor Dies labt sich auf folgende Art aeigen. 

Wur wollen aut nZ folgende Glieder aotheb«!; 

wd ans fTtdr die iblgendcnt 

0 COS (y+/f'g'+pg) — sin (7 +/'.^ '-+-/¥?) 

+ c CO« i—y+^'g'+qg) — ä sin (^y+9'g'+9S) 

/* cos iv+^'g'+qg) — * »in {y+^'g-ir^g) 

Wie man leicht sieht, haben hier h und p und f nicht die ihnen 
frGher beigelegte Bedeutung, sondern sie sind, jener ein numeritciier 
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Go<SfficieDt, «md diese ganie Zahlen. Das Frodnct dieser Glieder iit, 
mit «lleiiiiger Ruduicht auf die Arg^aaente, welche (f^dt^)g und 
± 9) f enthalteu: 



— ft 



{j;^ («^/-^ "Iv??^' (-r+y^. (/f- , ) f -f. 

Wenn wir in den letzten acht Argumenten T in y Tennndcln, 
w gehen die Glieder in folgende über: 
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Da mm die xn madtenden DÜferentiatioiieii bierauf keinen Einflnia 
haben, ao folgt an* dem Vorttebenden, dafs in -jr^ ii^^end ein Glied, 

dessen Argument — ay-|- xg oder + 2y+v'g'+ vg oder oy + ir'^' 

H-ir^ ist, in so fern es aus den hier belrachleten (Jliedem in nZ und in 
JTdTy sei es durch Addition oder Subtraction der Argumente, entstan- 
den ist, den Factor '-^^Z^ enthält; nach der Intesrralion Averden die 

' IL ' vJ 

beiden ersten Arynmeule also den Factor gar n!'')it , inid das 

letztgenannte Argument ihn nm- in der ersten Potenz eiilhalteu. Iliebci 
sind aber noch einige Beraerkungen Jtu machen. Wenn am 
gröfsten unter allen ist, so sind tt unti rr nolhvveiidig incommeu- 

surabel, denn wenn 7'= mx' tmd irs/nx wäre, wo x' und x ganze 
Zahlen bedeuten, so lieläe dcb aus durch Multiplication mit 

m die GrSfie 7.7,^^ hervotbftngen, wdche nothwendig m mal gröläer 
ist ab Jene, und da die» Verfahren «ich ao lange anwenden Ulst, ala 
y und T einen gememschaftlidien Theiler haben, ao sind sie för die 
grötste Jener Gröiaen notbwendig incommensurabel. Sei nun fi-\*q*^<tf 
und /»H- 7 ~ Ti, so ist notbwendig nicht Aigleleh p =. mcf und p — mq^ 
wo m wieder eine ganze Zahl ist, wenn wir für die grölstc jener 

Gröfsen nehmen ; in den obigen Gliedern des Products, welche durch 
Addition zweier Argtimente der Factoren entstanden sind, ist also der 
Coefficient durch keiiicn seiner beiden Divisoren theiibar und der Factor 
7 ) '* (/'"*''/) exislirt wirklich. Sei nun p — qz=. tt' und p — q 
= 7r; dann kann zugleich ^' = //i7r' und p—m- sein, nemlich wenn 
auch q = (/« — 1) - und q = (m — 1) x ist, und für diesen Fall ist der 
Factor eines der obigen Glieder des Products, welche durch Subtraction 
entatanden afaid: 

S 
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Die atM dtwr toleli«!! Yerbnidung cntflebendeii Glieder enthalleii 
ako nach der Integration, wenn aie das Argument ±*y-^iT'g'+Tg 
hshea', den Factor im Quadrat, und wenn «ie dat Ai^gument 

^*t-^ifg''J^wg liaben, dieaen Factor in der dritten Potens. Der ein< 
fiichate Fall ist m s= 2. Aber es ist su bemerken, dals solcbe Glieder 
von einer höheren Ordnung in Dozleluing auf die Excentricitäten und 
Neigungen sindS Es giebt aufserdem noch zwei Glieder, fiir welche 
die ol)igc allgemeine Form nicht statt fmdet, nemlich die, welche aus 
der Vt'ibindung vom Argumente dt T^if in nZ mit dem Ar- 

gnnii'iite -y in f 'J'<lr entstehen, weil nemlich das diesem m n Z corre- 
spoudireiide Glied mit nt mnlttplicirt ist und also im Producte ein ZU 
dieser Klasse gehöriges Glied giebt. 

Wenn ^^^^^ sehr grofs ist, so kann sich ereignen, dafs auch 
«V<^^tyit über die andern ähnlichen Gröisen herrorragt Wir wol- 
len dJfter dieaem Argumente einii^c Zeilen widmen. Sei )etct p'-i- /=sni' 
und ^ ^ s in so fem nun ff und ^ ao wie p und ^ von einander 
Tcndiieden sind, gQt das oben fiir das ArgMment i^gf+itg Gasige 
hier auch, aber wenn f^as if und xogleidi /»as ^ ist, ao verwandelt aich 
der Factor 

_ (p q') n' {p q) n , n 

n —, — r~r " ^ — M» • 

(p n p n) {<f n -t- q n) w n itn 

Die Verbindung solcher zwei Argumente giebt also durch die Ad- 
dition im Prodtjcte Glieder, welche den Factor —r-A Ijehalten ; eben 

dieses hndct auch, wie leicht einzusehen ist, für jedes Argument von 
der Form mjr'ff' ^- mvi^ statt, wenn p'=(fn — 1) und zugleich p = 
(m — 1) so wie p -\- q' = mir' und p fjf ■= mv ist. Bei den Verbin- 
dungen, welche durch die Subtractiou zweier Argumente entstehen, 
findet das nemhche, welches ich für das Argument -t-rrg gesagt 
habe, atatt. 

Auf die nemlicbe Art Iflat neb beweisen, daJa die Glieder, deren 
Argumente in unserm Producte r (± r oy + V^'-l- ay) ; V JJ ± V 
ay) ; yr 2(or oy v'^-H «9) nnd, mit fast denaelben Ausnab- 
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men nacli der Intef;ral.ion niclit den Factor v t " im Ouadrat haben, 

wie CS auf dni ersten Anblick scheint. Es sind daher in unscrm Pro- 
ducte nur die folgenden zwei Argumente, r"^"(or — "y -\-(~'-\-\ ) n'-^-g) 
und . . . . r *|" (or+y-l- (w' — ^) S ""^{f) i welche nach der iute^jralion 
durchgängig^ das Quadrat diese« Factors haben, und zwar in so fern sie 
nach den TorgttduiebcBcii Yerwindeiiiii^ siim Pkodacte (^) ()^) 

Sutt dea Fh>diiets nZx/Tdr kann man aucb das Pkoduct nZ 
X »(») beredwen, und «dbst mit Vortheil, denn d« in beiden Factoren 
die Goeffidenlen dieselben «ind, ao braucht man nur die Hälfte der 
Ztahlen, die jenes Product erfordert (*). Für dio nachherige Anwendung 
dieses Products wird man mli bedeutendem Vortheil einigen der Glie> 
der in (44) eine etwas andere Form i^eben können; ich halte mich aber 
nicht langer dabei aid\ da iolx bei den Slönmgen des Saturns keinen 
Gebrauch davon gemacht habe, sondern bemerke blofs, dafs ein Theil 
der Gleirhnne ( i i) .th sieh inlegrabel ist. Die Str»rungen zweiter Ord- 
nung des JupiUia iialie ich auf diese Art anaofaiigen zu berechnen und 
werde, wenn sie fertig sind, das iSöthige darüber hinzufügen. 

31. 

Es sind für den Saturn im Allgemeinen nur sdir wenige Verbin- 
dungen, die fu einem Argumente irgend eines der Producte concunri» 
ren; bierron machen jedoch eine Ausnahme die Verbinduugen der rein 
periodischen Glieder der Factoren, wodurch im Integral die mit der 
Zeit multiplidrten Glieder entstehen, so wie diejenigen, welche bei der 
bitegration den grofsen Fa< tc^r bekomoacn, weil in diesen bei« 

den Fällen mehrere Decitnalen angesetzt werden müssen. 

Da die Königl. Akademie in ihrer rrelsfrage genaue Auskunft 
über den Coeffirienten des Argumentes i^' — verlangt, so will ich 
die Resultate, welche icde einzelne Verbindung gegeben hat, hier an- 
führen, sowohl die, welche das Quadrat dieses Factors bekonunen, als 



(*) Aber auch nocli aus einer andern Ursache, Hie jeder wird finden luiqnen, Ut die 
Berechnung dieses ProducU kürzer, wie die Berechnung jenes. 

Ss 
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die, welche ihn nur in der ersten Potenz erhalten, denn es ist klar, 
dal« mau, um den genanea Werth des Coefl&cienten zn geben, sowoU 
dieie me jene berudLnchtigen amSL Hiebet habe idk mcii, wie «n» 
der gioMii Darlegung der Methode hervorgeht, nicht blöd auf die Glie» 
der dritter Ordnung in Benehung auf die'Excentricititen und Neig^ing 
bos( hiinkty sondern, wie überall , ohne Rücksicht auf diese Art TOn 
Ordnungen alle Glieder berücksichtigt, welche die festgesetzte nume- 
rische Grenze übersteigen. Die Uberschriften in den hier folgenden 
Tafeln sind nach der Anleitung des Artikel 24. zu verstehen, wobei ich 
nur zu bemerken habe, dafs die Reihenfolge der die Indices multiplici- 
renden Gröfsen diese I", y, g , g ist. Die erste Columne jeder Tafel 
giebt die Argumeutc der darüber geschriebenen Factoren, durch deren 
Verbindung die in den zwei sich anachlieisenden Zeilen befindlichen 
Zahlen erhalten sind. Hier habe idi, um Raum au gewinnen, eine 
Ahkünnng gemadit, die Iddit m Terrolbtindigen ist; ich habe aem* 
lieh die Indioes von y m denen Ton ^ addirt. Also a. 6. die Zahlen 
der beiden Zeilen des Arguments i, — i, -t-i, — s, wddke mit i, — 
if — 1 in der ersten Columne coRCspondiren, sind aus den Argumenten 
r+ 3^'— ^ und —y + 2g' — g entstanden; die Zahlen derselben Zei- 
len, welche dem Argumente -4- 5, — 2 rukommcn, sind aus r+ 
— ii^und — Oy ^' — entstanden ; die Zahlen derselben Zeilen, welche 
dem Argiiinputo i,'i,-f-'i, — * (y) zugeliören, sind ans l'-t-ig — g und 
dem uiii 7 iuuiijj[)licirten Gliede 07 -i-g' — g enislauden; die Zahlendes 
Argiunents tt +i> +<)t — 2, weldie mit 1, H-i, — 3, 1, — 1 correspondiren, 
sind aus 1^-4- ijf' j|f und — v-f^'—^ entstand, und so ist <a Ober- 
all. Glieder, wie s« B« diese, welcheauss, — t unds, — 1; 1, — «und 
3; a,— s und 7,-4 ; etd entstanden sbd, sind toh der dritten Ord- 
nung in Beziehung auf die Neigung und ExeentiidtStM. aber nadi die- 
ser Methode enthalten sie zugleich die Glieder fünfter, siebenter eic« 
Ordnung, in so fern diese die festgesetite numerische Grölse überstei- 
gen. Die Glieder, welche aus Verbindungen, me 2, — 1, 7, — 3; cte. 
entslatulcn sind, sind von der fünften Ordnung, aber sie enthalten zu- 
gleich die '""lieder von der siebenten etc. Ordnung, wenn diese die fest- 
gesetzte uunierischc Grofse übersteigen. 
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DerFMtor ^^2,^ ^ Sttam nahe ^ 30, also 

dim 4C04 im lotegind mit iCoomj in den Gräften der folgcuden Ta&ln 
f&r die Glieder, welche nadi derlnu^niion diesm Factor in der errten 
Polens haben, und mit <Cooool für die Glieder» die das Quadrat dieaea 
Facton haben werden. Man wird finden, dafs ich von den Gliedern 
der ersten Gattung manclic angesetzt habe, die kleiner als diese Gren- 
zen sind; von den Gliedern der zwoilcn Gattung fehlt keines, das 
eine Einheit In r}rr vierten Decimale überstiege; ich bin der Meinung, 
da£i dieses hiuLuigUcb genau ist. 
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Da hier nur Ein störcndrr Planet vorhanden ist, m ) k- rmeu nir- 
gends Argumcnle voikomincn, welche drei vcrsehiedcnc luUllcre Ano- 
malien enthalten, und das ganze Product gehört zu den Sturungcu, die 
mit dem Quadrate der Jupitennasse multipUcirt sind. 

Die Tafeln XXVII. und XXVm. enthalten das übrige dieset 
Theils der Satumstdrungen, wie ilire Überschriften ausweisen. Die 
Glieder, welche den früher genannten Factor im Quadrat nach der In- 
t^ration enthalten werden, ^d natürlich diejenigen, welche das Argn- 
vimdX (^y+sgf—ig haben; die folgenden iwei Arg^moite bekommen 
ihn im Allgemeinen nur in der ersten Potenz. Ich lasse jetxt die dn- 
sdnea Glieder des Arguments 5^'— »g folgen. 
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Die Tafeln XXIX. und XXX. geben den Thcil der Störungen 
d<*s Satnrns, ^velcher von dein Zuwachs hcrrühit, den die rein ellip- 
liücheu Courdinaleu des Jupüerü iu der ersten Approuination erhalleu 
haben« Diese Störungen rind dio mit 6em Praducte der Saturn > und 
Jnpitermatae muUlpIicirt. Die hier folgenden heiden Tafeln geben 
die hierher gehörigen Theile de« Arguments sg^ ^-^ 
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Die Summen iu den Torstchendcn i aleJti simi die Zahlen, welche 
man in den hinten angehängten Tafeln bei den resp. Ai^umenten fludet. 
Die mit nt imiltipUcirten Glieder fugen bei der Integralion dem Coeffi- 
denten Yon sg^-^stg Bedeutendes hinzu, «llein da die Berechnang die- 
ser Glieder» ine in dem Vorikergehenden gezeigt iot, sehr einfach be- 
werkstelligt trird, weil in jedem Prodacte höchstens swei Verbindungen 
direct berechnet zu werden bmichen» so halte ich es für unnöthig, die 
einzelnen Zahlcriwerthe dafür anzugeben. 

Die Tafel XXXI. enthält das Wenige, was die Störungen der 
Gröfsen p, //, y und </ dem Vorhcrgelicndon hinzufügen. Es ist leicht, 
sich durch die Vergleichung der Zahlen der Tafeln XXTIT. und XXIV. 
mit den Werthen ron /», //, (7 und 9', die in der ersten Approximation 
gpfundcn sind, zw ül) erzeugen, dafs die rein periodischen Störungen 
unmerklich sind. Die aus der Tafel XXXI. sich ergebenden Störungen 
ünd sehr nahe, wie bekannt ist, mit dem Factor m ^/U'^—^m'^ mul- 
tiplicirt; man mnls also den Terbesserten Werth dieses Facton anwen- 
den» um sie in der Folge, wenn die angewendeten Massen einer Yer* 
bessemng bedürfen, zu berichtigen. Man könnte leicht den Theil, 
welcher mit m* nraltiplidrt ist, von dem, welcher den Factor m'm hat, 
trennen, allein dies ist unnöthig, und darum habe ich es unterlassen. 

32. 

Bevor idi weiter gehe, will ich noch einen Umstand berahren.' 
£s ist bekannt, daft in der analjtischcn Entwickelung Ton Q der GoCf- 

U 
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ficient irgend eines Gliedes, dessen Argument i'g'+ig i»t, aus einer 
unendlichen ileilie beilclil, deren Form diese 

^ (LJ"*-^'', B + C + etc. 

ist, wo (2i') mit dem Index i' -\- i -\-a. eine Function der Excentricilälen 
und der gegenseitigen jNcigimg von der Ordnung i'-|-/-f-a ist, wobei 
zu bemerken, dafs man die Summe (/'-f- /) immer positiv nehmen mufs; 

etc. sind Functinnf ii der f^iofs.jn Arlisen. Es Icanri sich er- 
eignen, dafs Einer oder melucrc der Giüföeu ^J, Ii, C, de. jNuU sind, 
aber nirgends kommt ein Glied vor, wo a negativ wäre, mit andern 
Worten» iler Co^ffident des Arguments /'^'+ ig ist im Allgeoieitien TOn 
der Ordnung (/+ i)y wenn man diese Summen positiv nimmt; es lom* 
men Glieder Tor, die um t, 4, 6, etc. Ordnungen kleiner sind, aber 
keine, welcbe von einer niedrigeren Ordnung wSren. Dies Toransge> 
setzt, ist leicht einsusehen, dafs in den Difierentialqnotienten und 
(^) Coef&cient de* Argaments r^'+'> im Allgemeinen von der 
Ordnung — i ist, wenn man negative Werthe dieser GröCse aus- 

schliefst. Es findet daher sowohl in den Störungen von P und Q, das 
ist in den Gröfsen — (p'+p) "f'd — {'['-^'f) das nemliche statt, als auch 
in den Gröfsen {^^) nnd (^), weil die Factoren, womit (^''^^^ und {^/^ 
nuiltiplicirt werden, um jene hervorzubringen, derselben Kej^el folgen 
wie i^, welches aus den Ausdrücken (14) hervorgeht. Da nun in den 
vier Gröfsen (j^, (j^» — {p'+P)> — (^+9) "^^r Coefficient von ig' 
-^-ig im Allgemeinen von der Ordnung (/ '+0 ^ so scheint, dafs 
in den hieraus entstehenden Störungen der Lange der CoSfficient «Besce 
Arguments von der Ordnung (<'-l*t) — s wire, während die Obrigen 
Sttoingen derselben Regel wie O folgen; dafii das aber nicht der Fall 
ist, soodem da(j dieser Coeffident, so wie die anderwdtig erBeuglen, 
von der Ordnung + 0 ist, oder wenigstens nicht TOn einer niedri* 
gereu Ordnung, ljUst sich anf folgende Art i>eweisen. 
Wir können setxen: 

(^) =«/(y'«) (/ri^) + ♦ c%^) ' 
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wo f(y,ü) und <^ (v,,k) Functionen von y und ^ sind, deren CioeiE- 
cieaten derselben Kegel folgen wie die von Sei nun 

( ;;;■ ) = (t,i,c) cos + «ia (ly+i^)) 

Yto nach dem Obigen die Cocfilcienten Ton der Ordnung «..(«'•|-<) — i, 
oder wenigstens von keiner niedrigeren Ordnung sind« Wir haben hier» 
aus nach. Art. 10., wenn wir die übrigen Glieder, weil sie immer zur 
Ordnung 1 gehören und daher auf unsem Beweis keinen Ein- 

flufs haben, weglassen: 

(//-«-/') = — h [/', /. c] sin 0"^'+ ig) -h h , /, s] cos (iy+ig) 
W+l) = 0"»^» s'" 0V+'^) — cos {i'g'-^ig) 

WO Ä ein Cocfficient ist, der die analytische Ordnung des Gliedes nicht 
ändert. Durch die ^Tultiplication der vorstehenden Ausdrücke er5;Iebt 
«ich, wenn man in ) und (4^) '^'<^ Tiuliccs /" tnid / resp. in !< und k 
verwandelt, tinn Terschiedene Glieder mil einander i.n verbinden, und 
blofs die Glieder, welche durch Addilion der Argumente entstehen, 
aufnimmt, weil die andern aus diesen sidi ergel)Cn, wenn man das eine 
Paar der ludiees negativ macht, und auch schon meistens in Beziehung 
auf das Argument ohne Weiteres zu einer höheren Ordnung gehören: 

A s) {i\ i, s\ - (/■', X. c) [i\ /, e] 

-h [/',/-,e] (/■, r) — [z^ , /^ v] (i\i,s)\ sin 4- (A' + O^l 

+ { ' L' • ' ] -+- f^ ' 0 [' 'i A 

- L^,^,*J - [X-,X,c] cos )^ ^ (^ +0^]" 

Aber es ist bekannt, dafs man mit alleiniger Rücksicht auf die 
Glieder, welche mit der Neigung muiliplicirt sind, O folgender Gc»talt 
ausdrücken kann: 

o = Vff cos + Jr coe (*y+i^) -i-w) 
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wo // blofs Function von den Kscentricitäten, und immer von der Ord- 
nung (/ — 2/; X blofs Futiciion von deu Pciilielien, Ä Function 
Tou ilea Excentricitüten und der Neigung, aber Ton keiaer niedrigeren 
Ordnung a]$ der + 2)"°, und W Function TOn den Peiilielien 

und der KnotenlSnge ist. Hieraus bekommen wir : 

= 2/1»' M sin (/^'4.^4.x-2/©) - (^) K sin iig'+ig+Vi) 

und somit durch die irohnnab «ngeföhrten ToUstindigen Ausdrucke: 

(^) = »11"" IT sin (*Y+ ^+ X ~ (2/- 1) e) 

-|. a cos («y+^-hW) + /3 sin (iYh-V+TV) 
(^) =2/1— Äcos(iyH-^+X-(«/-4)e) 

+ II cos (ly+y+w) + e sin (i'^+^+yry 

wo >h und 9 FunctioDCn der Excentricitüten und der Neigung sind, 
die aber nothwendig yon keiner niedrigeren Ordnung als der {(t+i) +1)"* 
sind. Diese Form lä&t sich leicht in folgende umwandeln: 

(^) = {-'I*'"'^ - 0 0] «'} <^os 0'^'+ 

+ {ilV'-'H cos [X — (:/— 1) 0] 4- ß-] sin i^) 

(^-) = {2lV'-'H cos [X-.(2/-i) 0] + n'} CO» (*y+i^) 

— {s/I*'-/r sin [X - («/• 1) e] - 9'} sin (i'« i«) 

wo a , , >;', 9' Functionen Ton derselben Ordnung irie «, jS, ij, 9 sühL 
Wenn man diese Ausdrucke lur und (^) mit denen, welche un- 
ter (74) für diMelben Grölsen angenonunen Jnd, verg^eidit» so ergfebt 
sich: 

(i\ i, c) + [i', i, S]r=r a'+ a" 

0",',*) - li'fhc} =/3 - „'=/3 

das heilst, die Verbindungen der EntwickelungicojHEBdIenten, welche 
durch die linke Seite dieser Gleidiungen angeieigt sind, sind Grdfiien 
▼on der Ordnung («'H-f) + oder wenigstens TOn keiner niedrigeren 
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OrUnuug. Da dies für alle Wertlie von i" und / statt fintlci, so wird 
es auch noch der Fall sein, wetm wir für diese Indices k' und k sob» 
ttitniren; wir haben also auch; 

{k, X, s) - [k\ k, c] = t» 

WO ^" tind t" Functionen bezeichnen, die TOn der Ordnung {k'-^k^-^U 
oder wenigstens von keiner niedrigeren Ordnung sind. Wenn man nun 
durch Hülfe der vier letzten Gleichungen die in (75) mit runden Häkchen 
bezeichneten Entwickeiungscoei&cienten eliminirt, so ergiebt sich: 

4 {* " t*'* '3 - i'» «^J + «" [*'• f J - /5 ' [ I -H Off' + (^-»-0 si 

Hieran« sehen wir, daft in der Summe der Producta, die durch 
die linke Seite dieser Gleichnng angezeigt ist, der Coefficient des Ar> 
gnmentt {Jl^-^i')g-^ (k't'i)g, der allgemdnen Regel folgend, Ton der 
Ordnung (jik'+i')-i-(k+iy), oder wenigstens von keiner niedrigeren 
Ordnung ist« Uro hieraus (■3p-)(f— / ^ + (/— ^) bekommen, 
müssen wir erstlich den vorstehenden Ausdruck in Beziehung auf die 
mittlere T.3ni;e der Tpoche, in so fem diese Gröfse in den Differential- 
quotienten VOM II enthalten i.st, (hfferentiircn, das ist, wir müssen ihn 
nach i^, in so weil q mit dem Index k behaftet ist, dilTcrentüren, aber 
hierdiurh äiideii man die analytische Ordnung des Coeflicicntcn kei- 
neswcgcs. Wir müs&eu denselben Ausdruck femer nach /■ differentürcn, 
in so weit diese Gröise in und (-^) enthalten ist, und nach der 
DUFerenüation mit r multipliciren. Aber wenn wir das in g enthaltene 
n oonstant setzen, so ist, wie bekannt, « (^) = r (^), tmd also audi 

''(0.) = ^(^)-'»(£«) = '(^i d^eDüfaUtU««*.- 
dert also nur die ni Anfinge dieses Artikels A, B, C etc. genannten 
GrÖisen, oder welches einerlei ist, sie verfindert nur JET und JT, in so 
weit diese Gnifsen Functionen von a sind, sie läfst also auch die Ord- 
nung in Beziehung auf die Excentricitäten und die Neigung unangetastet 
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Die ^eoannten Differentulquotienten iqOmm nim retp^ mit / (y, ^) und 
^ (y, |g) multlpUcirt werden ; da aber in dieien der CoelBcMiit dea Ar- 
guments Ky + kg von der Ordnung (x-t-^), oder wenigstens von keiner 

nie ^ ii'cren Ordnung ist, so wird die eben bewiesene Eigciisrhaft hie- 

dh) — P) ■+" (7 — 7) 
folgt also der allgemeinen Regel fttr die Coei'ficienten von H, und mit- 
hin die Störungea der l.änge und des Loganüimus des Kadlus Ycctors 
auch (•). 

Die Auseinandersetzung dieses Punktes gehört eigentlich nicht 
zur Sache, hier, wo die Störungen alle unabhängig von ihrer Ordnung 
rü<Anditlidk der EzcentricitSten und Neigung beredmet worden sind. 
Aber es ist küizlich etwas durch den Druck bekannt gemacht worden, 
welches einer falschen Ansicht von der Sache Raum geben könnte, und 
lediglich deshalb habe ich diesen Artikel hier eingeschaltet. 

33. 

In den jetzt folgenden vier Tafeln, nemlich in XXXII. bis XXXV^ 
sind die Glieder gegeben, die mit den vorherE^chcnden den vollen In- 
halt von (44) ausmachen. Sie sind aus dem Producte ...nZx J Tdj 
nach den Ansdriicken (52) und (53) berechnet. Man mufs aber, um 
sie \olUlaudig zu bekomuiea, vor Jeu DiiTcreuliaUüacn die Glieder, 
in welchen die Cocfßcienten von r und y gröfser sind als ± 1, verujit- 
telst der Relationen (23) hinzufügen oder wenigstens TOr den Verwände- 
langen diese Glieder berechnen ; sie sind bereits in den Tafeln enthalten. 

Die Tafeln XXXVI. bis XL. geben die Störungen aweiter Ord- 
nung des Satums, welche mit m* multiplidrt sind, und einige der Zwi- 
aduäirechnungen, die durdk die Übersdiriften hinlSnglidi erklSrt sind. 
Die Einrichtung dieser Tafeln ist eben so w ie l^ei denen fiar die erste 
Approximation, imd bedarf also weiter keiner £rl<interang. Da sie, 
wie gesagt, die mit m* multiplicirten Stömngen enthalten, so sind sie 



(*) Es ist iricht c^n]cu«r^l'l^ «bf, ss\r nrmliihr Rrsnll.it crhahtn hitfco, weniiivir 
(&r ^) oBil die abgckürzlea Aiudrüde angeweiidcl hätleo. 



Dlgltized by Google 



Jupitsn und Saturm Artikel 33 



159 



die Integrale flcr Summe des Inhalts der Tafein XXVII., XXVlll., 
XXXIL, XXXIir., XXXTV. und XXXV., wie die Gleichung (44) zeigt 
Die Integrationen sind nach den Ausdrücken (35), (56), (57), (58), 
(68) und (69) ausgeführt. Der Tafel XXXIX. ist die Function, welche 
Dich dem Artikel 27. irie eine Gonitante dem in Üir oitlialtenen Inte- 
gral sngefiigt Mrird, nichl einrerleibl; die Beredmungdteser GvKfie nill 
idi hier leigen. Wenn man in dem Werthe Ton (-^p-), welchen die 
Tafel Xn. gtebt, alle Glieder addirt, in wdchen^ mit einer und der- 
•elben Zahl multiplidTt ist, so bekommt man die GrOlae, die im Ar- 
tikel 27. mit 4^i£i beieichaet wurde und die ich hier ^{j^ nennen will, 
wdl iie aich avf den Saturn besieht Es ergieht sich auf diese Weise : 

= — 2; 68 + iflf 17 COS gf'— 17^3« nn ^' + 286;'78 cos 2^' 4- 30; 3 7 sin 2^' 
•4> 41^57 COS «Toi sin 3^ — 8<09 CO« 4^ — sin 
^asi!$reiM5gf+lsl!!tsains^'^ 4*4ocos(^-f- 3^63 sin 

Die Tafel XXXIX. giebt auf die ncmliche Art, wenn wir bei ig' 
stehen bleiben, weiches hiui eichend ist: 

yf/df) SS — 3^115 — <097 cos ^ — cC'06l img ^ o;'o54 cos — o;'383 sin zg' 

H- <<'o36 cos ag' + 0^067 sin ^ 

Aus den Torhei^ehenden Werthen bekommt mau, wnu man ihn 
uadk den YorschrÜVen des Artikel 24. ins Quadrat eriiebt ; 

i'Pd^y = 1,-os — oj'iss cos g'— o,"236 sin o;'233 cos ag— oi's47 «in 2gf 
H- oj'o lo cos 3^+ oi'o23 sin ig etc. 

und hiemit nach (66): 

GönstTs 4- 3"7is -I- <ots cos gf— 0^057 sin <o«s cos tg^— <o4i sin 
— 0,016 OOS 9gf^ o^oss sin ^ 

Da diese CocfEcicntcn so klein sind, so habe ich sie, mit Aus- 
nahme des constanten Gliedes, bei den Störungen des Logarithmus des 
Radius Vectors weiter nidit beriacksttditigt. 

In dem Tafeln XU. bis XLIV. sind die Stftmugen «weiter Ord- 
nung des Satums enthalten, welche mit m'm multiplacirt sind, das ist, 
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die Integrale der Summe des Inlialts der Tafelu XXIX. und XXX. 
Sie sind nach denselben Formeln wie die früheren berechnet, welche 
neh aber för dÜesen Theil der Störungen betdichtlick abiünen. Die 
Tafeln XLV. und XLYI. geben die Störungen, weldie aus dem Zuwadii 
der Grö&en P und Q eneugt, uid also mit m (m 4- m ) muItipliGirt 
^nd; sie sind also die Inte^ale des Inlialts der Tafd XXXI. 

In diesen Tafeln sind alle Stöningen der genannten Gattungen 
aufgenommen, namentlich also auch in dem rein periodischen Theile 
des Cocfllcieaten des Arguments sg'— tgf so wie in den übrigen, wo 
e« merklich war, das Glied, welches aus dem im Differential mit nl 
mulliplicirten Gliedc entsteht (zufolge (57)). La Place hat dieses Glied 
besonders licrürksirhtigl und Herr Plana hat sich gar nicht damit be- 
schäftigt ; wir müssen also, um unser Resultat mit dem dieser Geome- 
ter vergleicheu z.u köiiaca, dieses Glied absondern. Man kann sich 
durch die Berechnung aus den hier gegebenen Zahlenwerthen leicht 
iibeneugen, da(s es für die mit m* multiplicirten Störungen 

84^^513 sin (Oy + 2^) — ij^Aa cos (oy-f-i^— s^) 

und fiir die mit m'm multiplidnen Störungen 

SS — 36i'832 sin (üy-+- 5g' — 2g) — 25j'906 COS (oy -f- Sg'— 2g) 

ist. Wenn man diese TOn den resp. Coeßicienten der Tafeln XXXVI. 
und XLI. abzieht, so ergeben sich die Theile, welche nns zur Ver- 
gjieichung dienen müssen. Nemlich der mit m' muUiplicirte Theil: 

s -h 4s;'757 sin (oy ^ s^— s^ — t^ms coe (oy + sg^^ tgj 

tmd der mit mm multiplicirte: 

= + 6709» sin (oy + sg'— ig) — oi'37s cos (oy + sg'— »g) 

Da g^=:n*t-i-^*^i^ und gssnt'ht—w ist, so lidben mt för 
die vorstehenden Glieder resp. : 

+ (\2';'!57 cos (5^— ftr) — tToos Sin (s«'— «)) sin Y 
— (K7jS sin (s«'— + 7^005 cos (jSif'— ST)) cos y 

und 
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+ (i>',(m cos (iy — — o"378 siu (sv — äjt)) sin y 
— (ö,099 sin (sif'—sv) + oJ'J78 C08(i7' — 2»-)) cos y 

wo ich Mir Abkiirzung K för jff7'—2n< + se'— sc ytchrieben habe. 
Da nun aus den im Art. 14. gegebenen Weithen der angewandten Ele- 
mente sw s tii^ 24' 24'' folgt, SO sind die TOtstdbenden Glieder 

4- i2ib7ü »in K — 4ii'iro cos y 

und 

«t* 2^'i92 sin K ^ sTos CO» V 

mid hieroa ist die Summe =s 

-h 1^2» sin y—iiiSSi cos 

Da Herr Plana dieselben Massen {^braucht bat, weldie hier 
angewendet worden tmd, so ist hinsidillich dieser nichts au TerSndem, 
aber seine Resultate gelten för das Jahr 1750, weil er die übrigen 
Data aus der Mdc, cel. genommen hat, während das ineinige fiir 1800 
gilt. Nimmt man daher die Veränderung dieser Coeffu icnieri, welche 
im S'" Theile der Mec. cel. pag. 140. gegeben sind, mit umgekehrtem 
Zeichen, so mufs mau zu Plana's Resultat, um es auf das Jahr 1800 
zu rcducireu, in Sejcagesimalsecunden 

— €^545 Sfal <tT« CO« r 

atldireu, wobei ich aber die Lutcrätlüeile der angewendeten Massen 
nicht habe berücksichtigen können, weil in der M6c, cdL die hiesu nd- 
th%en Data fehlen. Daqeoig^ Resultat Yon Plana, welches ich för 
du letile halte, findet sich in einer Abhandlung: le eakul de in 
paiiie du eoij^ßaeai de la gnmde in^faälä de Jupiter et Setume, pii de- 
prnid du earri de la Jone perturiatnee, (ine ie 12, Mr& 1839)*' betitelt, 
]»ag.72., mit Weglassung der vierten Decimalstelle foigendennaalsen: 

— i,:62 sin y — isj'sÄ) cos K 
es ist dieses also für iSOO = 



— i*«»7 sin K— DS^l'i cos Y 

X 



i62 C^gnu0il^ Siönmgm 

oder = meinem Resultat + 

— i7"o75 sin K4- ","218 cos y 

La Place s Resultat ist {Mec. cel. pag. 140.), wenn man es auf 1800 
redudrt und in Sexageiimalsecumien Tervrandelt s 

— 4^363 na JT-H 43^*0»! cos Y 

abtt M seilt die Satonimasse = und die Juphennasse = 
TOnnis. Wenn man daber die mit m' miiltiplicirten Glieder meines Re> 
(^)'. ^ ^* multiplicirten mil ^S^f^^ 

multiplidrt, so ei^giebt sich nach der Addition: 

-+- isi'iTö sin V — ^"I'sji cos Y 

La PlareVs llosultat, mit entgegengesetzten Zeichen genommen, ist 
also = meinem Resultat + 

— ii;'i05 sin i' ' + 4^4i5 cos Y, 



34. 

In der Tafel XLVIL findet man denjenigen Theil der Gleichungen 
(73), welcher merklidi wird : es sind, wie man sieht, nur die Argu- 
mente 0, 0, sg' — 2^ und iog' — hg, und {Urse besiehen nur aus einer 
sehr kleinen Anzahl von Verbindungen, unter welchen die Argumente 
hg'— 2g, ^g'— exr, !>g'— -g'— 2.^» g —g^i^^^ 'o —g '^''^ eitr/.iäicij 
merklichen s>iad. Die liiilfögrurseu sind bis auf die zweiten DilJ\'rciitiale 
nach P und Q in dem Vorigen schon enthalten. Bei diesen wollen wir 
ein wenig stehen bleiben, um zu zeigeu, dals dasjenige, was ich aus 
meinen Siteren Rechnungen genommen habe (*), hinreichend genau ist. 
Wemi man nach der La Place*sdten Methode entwicltelt, so fin- 
det man bis auf Grölsen der vierten Ordnung inci* das conslante Glied s 

O S!e1ic Artikel 28. 
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I /IQ- 



Hier igt a a - J , und bedeutet den Co^cieiiten TOn «m iu der 

Entwickelung TOn (1 -t-a* — sacosx)"^! genommeo, daCi / negatire 
sowohl als positive Werthe annimmt. Da daS' oonstantc Glied von Sl« 
Null iaHf so giebt der obige Ausdruck das conslante Glied in n, wenn 
man ihn mit raultiplicirt. Die numertscheA Werthe der einzelnen 
Glieder für den Jupiter und Saturn sind: 

+ 1,0901643 

-I- 0,000504044 

+ 0,üüO68&118 

^ «.«eoio«»! 



cos (iC-») 



e' 

Sin'^l.. 



sip« 




X2 
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■4- 0,000000641 
-f>«gOMM64» 








• 


c** 




Hh 11.000005621 




«" «n* 


2 1 • • • • 


^ n r>m>noi283 




«•«•in* 


i I 

^ ■ • • • « 


— 0.000001744 








OiMMMMn 




« § 




— 0,0000122081 




Cd « • • • 




■ X CO» (»'— w) 


ee 5in 


1 j 

. A • • • • 


-+- 0,000002fiOO j 








0,000003034 


X cos (2t — a«) 

X00t(Sv — «0> 




■j"! • • 




j A • • • • 


-«.MMtlSM 


}(cos(V-f-ir — ! 











(»'—« = 78'0' 18) 

Wenn wir nun das constante Glied in a mit . . .-^(o, o, er), wie 
früher beseichnen, ao ergebt aidi aiu den Tontehenden Zahlenwertlicn, 
da«'si ist, 

(0,0, c) = 1,0910962 
Die atrenge Rechnung hat in der Tafel II. gegdben: 

(o, 0, c) = i,u:;i09r 

Wenn man den obigen Ausdruct nirli a differcntiirt und die nu- 
merischen Werthe der vorkommendea Grössen suhotituiit, so findet 



man: 



0,220656^5 
-H 0,0018195 
a.S0M7Sl 

— *>, 0003751 
Hh 0.0000004 



-f- 0.0000522 
-f- 0.000030-2 

— 0,0000080 

— 0,0000108 

— 0,00003191 

— 0.0000761 p*^^'~'> 
-f- 0.0000173) 

0,0000220 X CO« (2 t — 2 t) 
■+- 0,0000068 X CO« (2t — 20) 

— OjOOOOOSa X OOS (T Hh * — 20) 
•I- 0.0000011 xootOv'i-««) 
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lind liieraus den mit /- niultiplicirtcn Diri'ereuUalq[UOtieatea uach t, oder 
nach der Bezeichnung des Artikel 9. u. f. 

Der stren^^ Iwtechnete Werth iit au der Tafel n. : 

Die Werthe der mit jf^^ besdchneten Gröfsen laste UAi, um 
nidit weittoultig an werden, w^, aber num wiiä, wenn man nadi- 
redmen wiO und dazu diese Gr6läen aus der MA:. e6l. nimmt, ein nur 
•ehr wenig Ton diesem versdiiedenet Resultat finden. Durch die eben 
gegebenen Zablenwerthe kann man auch leicht die in n z und /(r) in der 
ersten Approximation mit n t multiplicirtcn Glieder berechnen und sich 
überzeugen, Wie. nahe richtig man sie dadurch finden kann. 

Da wir nun die hetrefTcnden Gröfsen nicht einmal bis auf fünf 
Decimalen brauchen , so ist durch das Obige zur Geniige gezeigt, 
dafs die aus den genannten Rechnungen entlehnten Gruisen bis auf die 
letzte merkliche Stelle genau sind. Das was ich hier von dem con- 
•tanten Gliede gesagt habe, findet ebenfalls in Beaidiung aufdiefol» 
genden, nun Argumente 5j^-~ 9g gehörigen Coefficienten statt, die ich 
aus denselben Rechnungen entnommen habe. Man kann diese, wenn 
man es nöthig erachtet, auch durch die in der Mie, oü* befindlidien 
Angaben einer hinreichenden Prüfung unterwerfen. Ich bemerke för 
diesen Zweck, dafs die Gröfse, welche La Place R genannt hat, — 0 
gleich kommt, und dafs, wie aufserdem bekannt, die in d« Mec. eil. 
gegebenen Glieder fiiofter Ordnung des genannten Arguments das falsche 
Zeichen haben. Wir haben nun ans dem Angeführten: 

^ (Iii Uli </* (0, 0. c) <r fn. n, c) 

und aus dem anderweitig in dieser Abhandhmg Enthaltenen bekommen 
wir: 
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Stomngm 

d (d^^tf) ^ ^ d (0, 0, c) 

-3^ / 0,44263 ; =i + o,0OSJi; 



r/fj,— 3,c) 











sin' 









d(S, — 2,s) //(S, — 2,jf) 

Hieraus. ei^ebl sich nach den Formeln (72): 

3,\0 — 11?70 cos (*^— »5) — f^MaiQ(5^.9|) 

■i ^ = + W,'72 — 6^62 CO« (i^ — 2^) + i0t»2 «tt (i^ 2^) 
■1 C s — «6ri6 — 7.*» COS (5^— s^) + is^js sin (S^*— 9g) 

-J; = — 3;'06 + li;'47 COS (5^ — ag) SIU (S^ — 2^) * 

und somit leicht di« in der Tafd XLYII. niletxt angesetotcn Fkodacte. 

Ich will jetot der be^emeren Ubersidit wegen die Stdnuigett 
sweiter Ordnung des Setams sosammenstellen. 

Mit dem Quadrate der Jupftermasse sind multiplicurt und mässen 
dem g^mflfs TCrbessert werden, wenn in der Toiffi die Beobachtungen 
eine Abflndenmg dieser anaeigen, folgende: 







— 0.00002M n'*i*^ 




1.957 


— 0.98518 n't — o^oonee? n'*t' 




— 1,303 


— 1,10350 n't ■+■ O.OOUQJö n'W 


■+- 


— 0.714 


— 0,01312 n't — 0.0000918 n'*t*\ 




1.204 


— 0,01dil n't -H 0,0001498 fi'-f ^ 




0,006 


— ObfSeSS n't — 0,0000037 n 't- l 




9fla 





H-e.«18 lin V 

-0,12« sin (^Ig'-g) 

—0,184 — 0.00057 n't\ sin (—g'—g) 

— e,Ml— «,0e4S6 n'tl sin {—g) 

— 0,()IS4-0,0057I n't\ sin ( /— ,c) 
2,lb7 — 0.059b ( 
6,553+0,01575 



1 n f; sin [ ^ -t- 
li nt\ 6111 (i/— 
5 n't\ sin (3^'— ^ 

9 j»'<| «B (4#'-f) + 



CO* <r' 
sin 2<r' 

COS Ii! 



-«-•.ose coi V 

-h 0.027 cos ( — -a.?'— if) 
0.162 -0.Ö0O27 »fi COS (— /-f) 
e,t48--i,«0I8I n'cl eof (— ^ 

— 1,023—0.01015 nt\ cos ( ^'— ^) 



3,473-|-0/>&704 n'l 



4MI9»4*MMe6 »'s fiOS(Ar-J> 



OOS (V— #) 
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— 0.Ü23 siu ( — i 



— 0,0&8— 0r00004 n t 
—0,043-4-0,00017 nt 
0,127-«-0,00O40 n'l 
0.196-»- ".»2176 n't 
7,"»4— 0.4747& n't 
4t.S66— 2.91W8 n't 
O.ßTO — o.fi >i; n't 
0,0ia-f-0,O0Ui-i n't 



4MM3+O.MO07 n't\ Btn (9/"' 



0,022 — 0.0O081 n't\ 
—0432+0.00040 n't 
•.tW-f-0.4M315 n't 

2,1 IS — 0,00749 n't 
0,4H7 — 0.0002G n't 
0.f0«&8 n'l 
— O.OU— O.OOfifS «V{ 5 
0,351 —0,O0M22 nt \ s 
1.282 — 0.00007 «'r| S 
—6,824 — 0,00122 n't\ si 
1—13,478 — 0,00638 n'/j s 



n (-2#) 



n ( g- 
n (2/?'- 

n (3^'- 
n (4/- 
n {hg'- 
n (6/- 
a («ff'- 



•1 (1/- 
n 

n (7/f'- 

n (8/- 
n (S/- 

n {Ig- 
n (8^'- 
n {%8'- 
n(10/- 



■ig) 
•tg) 
■tg) 
■3g) 

■*g) 

■*g) 
■*g) 



■•jmao n't 



—0,040 COS (— / 
—0,OJO-j-0; 00002 
—0,043 — 

—0,024— «Moei 

19479—0,03930 
IW.lW-f-139044 

— 0,0RS-f-0,n(fi6O 
— 0.006 -1-O.OQOOi 
(K047— IMMMM 
0,013-1-0.00187 
— O,0O7-«-0,0O2fiO 
— l,0OS-»-O,0O4«O 
5.732 — 0,00-279 
0,309+0,00006 
0,033— 0.00011 
—0,032-1-0,00019 
0,264 -H0,00025 
0,300-4- 0,(Kt034 
2,018 — 0,00362 
144S6— 0,00657 



0.0000664 n H* 



n't\ OOS (—ig) 
006 ( g-2g) 

OOS Clg'-lg) 

n'l] cos (:$/ — 2^) 
«ff) 

ag) 

ntJ cos (5/— 3^) 

n't* TOS (7.'— 3^) 
CO» (% — %) 
CO. (ig -4g) 

CM (ßg' — ig) 

COS (7^'— 4^f) 
cos (8#;-4^0 
cos (9/— 4#) 
COS(l^' — 4^) 



II I j cos ^ 

nti cos (V— 

»'ff OOS 

71 cos (V— 
nti OOS (%'— 
00« (Üg' - 

n't\ ras (4^' — 



nt 
n't 

n't 
n'l 
n't 
n't 
n't 



/(r') — -4-1,622 0,01486 n't 

-h {—0,510 -f- 0,49132 n't 

-h »—0,051 — 0.55002 n't 

^ 043» -f- 0,01286 n't 

0.973 — O.OiaM nie O,tM00Mt n"t*] sin 'ig 

0,003 -I- 0.00050 n't 

0.328 — 0,00047 n't 



0.0009M7 n'W\ COS / 

0,0005509 n'''t-\ ,'in ,/ 
0.O0OO650 n ''t'l cos ig' 



(1 nnnnn n ■/"t'f cn<i 3^' 
O.ÜUOOOM //'t'l »in 3;?' 



—0.186 — 0,00018 n'l] cos ( — 

— 0.236 — 0,00131 «/i cos ( — <:,) -f- 
—0.436-4-0.00328 n'tj co» (g'—g) -4- 
-»-0,534 — 0,01338 n'tj cos (tg'—g) •+■ 

— 1,568 — 0.00575 nti co» (3^'—^) H- 
0,904 — 0,00it»3 /l'tj COS (4/—^) -t- 

—0.048-4-0,00011 n ti COS ( g'—^) -4- 

-4-0,133-4-0,00050 n'tj cos (ig'— 'ig) -h 

0. 119-4-0,01 2<>5 n't{ cos (3»'— 2^) -»- 
9,707 —0.23051 nti co» (4/— 2^) -4- 
•.«M-f-ll,MIM n'tf CO» (6g'— 2g) ■+■ 

f — 0,361-4-0,01 83% n't\ c0.< (fi/— 2.) -4- 

0^045-1-0,00003 «'t| cos (V— %) 

•41S— «.00073 fi'l OOS (4g'^t^ -f- 

■0,069-»- 0,00020 «'f COS (5/— 3;?) ■+■ 

l.094-4-0,0020.i »t| cos (.6g'— 3g) + 

1, M8-^llt40l79 n't CO» (7/-?y) -f- 

-h |-M;oift<^0;OMm »'< cos (V— 4«) + 



— 0,'l65-4-0.00025 n't 
—0.245-1-0,00056 n't 
-4-0,768-1- o,no.V2ß n't 

— 1.064-0.01237 n't 
1.60«-4-0,00«48 n't\ 
0,'2 »'2 -»-0,00058 n't\ 
0480-4-0,00068 n't 
0.020— O.000K n't] 
0.395 — 0.01336 n't 
94«6-»-0.01881 n't 

— 1.701'f*0,0a34» nV 

— <"i! ! 4-0,02191 n't 

— 0,03(>— 0,00005 n i 
—0400—0.00183 n't 

0.020 — 0.00221 n't 
1.204 — 0.00271 n't 

— 14<»-4-O.0O0«9 n't 

+«400— 04M18 n't 



sin (—g'—g) 
sin (—g) 
sin (^'— ^) 
«in Clg'—g) 
sin (3#'-/?) 
sin (ig'—g) 
sia ( #'— '^ff) 
iiii(3/-3(i) 

sin (,%' — 2^-) 
sin (4/— 2^) 
-sin (5/-2,) 
sin (eg'-2g) 

sin (V— 
sin (4^'-3*) 
sin (^/—■■y^) 
sin (% — 
sin (7tf'-3»?) 
•in (V-V) 
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!— 0,265— 0,1 

I—O.J3-2 — 0,000 



IT n'f j sin (7«'- 4 
i— 0.953+0,00172 nt\ ftiu {^—ig) 

I 0.M«» n'tl uaiW^4^ 



0,901 — o nnno'i cos (^'—Ag) 
— 3,158— O.oooö» n'cj OOS (^f'— 4«) 
•I- I MTS'HMm» » q ooKMv — 4«) 

p'tm — 0,02718 »'t 

— ».«Tf «iik (l<lr'— 4f> 

^ o'ooni Mir 

-f- 0,00021 n'f sin (5.?'— 2^,) 
— 0,U6 sm(lü^ — 4g> 

Mil dem Produete der Jupiter- und der Saturnmasse sind midti- 
plieirt, und uiiissen also di in geinäfs verljcssert werden, wenn in der 
Folge die Beobachtungen eine Andemng dieser Massen anzeigea, folgeade: 



-H 0.0000053 n-r 
«,107 00« {l9g*~4A 

-h OÜMOMSS n**t* 

-h 0,00027 n't cos (ig'— 2g) 
— 0,081 cos(10;'— 4;) 



562 n'*r } (X 



)— 0,ri — 0,40833 n't -t- 0,0004C 

-t- 1—0,146 — 0,00390 n't — 0.0000039 

•4- f — O.€06fl5 nir -1- MOOlM» n'H* 

-f. ♦ —0.004 — o.oonn n't — o.ooooooi n*t'] 

0,0000002 n'*t*' 



■+■ [ 0,103 — 0,00016 »t 

— 0"047 sin {—^g'—g) 
—0,038+ 0,00002 nt\ sin (—g'—g) 
—0.078 — 0,00017 li'tl sin ( — ^) 
—0,101— 0,M<»7 n'ti sin </— /r) 
1,101— 0,«S4W nft] iia (2^'— ^) 
3.126-+-r,fin2 1 1 !.'r[ sin (%'— 
0,066+0,00002 n tl sin (4^'— f) 
— «/»14H-4»,OO0M fi'l) sin ( # — V> 
0.007+0,00001 ?i't\ sin (2/— 2#) 
0,022+0.001ä4 «f| sin (3^ — 2«) 
— 0,5»— 0,111IM n'i sin 
1—30.749— 0.424R9 «'q ^in (5^- — 2<f) 
0,025—0,00028 »'j sin (ß^f — 2^) 
+0,013 OJOOOO n'ti sin (3)?'-3^) 
—0,002+0,0000^ n'ti sin (4^'_3^) 
O.OiO+O.iHWig m'iI sin (5^'— 3^) 
0,036+0,00110 «vi sin (6^'— 1^) 
0,171— o.(jOI94 n'ti sin (7/— 3^) 
0,00*2 — 0,00011 n't] sin (5^'— 4^) 
^0,011 —<),o<)(H)M nl{ sin (ßg' — ig) 
0421—0.00002 n t l sin (7«^'— 4,?) 
0,145+0,00001 n'ti «in (8^'— 4^) 
— 1,73" — n (H OS-, sin (9^'- 4#) 
— 2.229- 0,00191 nt\ sio(lO0'— 4^> 



nn g 

cos (?' 
sin 

CO* V 

sin 3^' 
cos 3g' 



+0,010 OOS {—ig'—g) 

0.031— 0700001 n't\ cos (^g'—g) 
0.<»71 —0.000 18 n'l'l COS ( —g) 
—0.181+0,00044 n'ti OOS (*'—#) 
1,055+0,07444 r^ti et» (ig'— g) 
1.918+0,00082 n tl i^/— g) 
0.O13+0.000O9 n tl OOS (V— B) 

—0,007 — 0.00006 n't] cos (2^'_2y) 
—0,118+0,00102 nti cos (3g'— 2g) 
-4.090+0^871 n't cos (4^'— V) 
{—26,449+0.60550 nt cos (5/_2jf) 
-0.003 — 0.00055 n't cos (6^' — 2^) 
0.017 — 0.00002 n't cos 3|f) 
-0.009+ 0,00050 n'fj cos (i/—3g) 
-0,025+ 0,00042 n'ti cos {.hg — 3g) 
-0.036+ 0,00044 n'ti cos («^'— 3^) 
1,018+0,00036 n't\ cos (7^-3^) 
0,011 + O.OuOOl n'ti cos (V— 4*) 
-0.013+ 0,00009 «'tj OOS (6g'— ig) 
0,111+0^00007 n'ti cos (lg'— 4g) 
0,042+0,00000 n'lj cos (8*'— 4#) 

0,512 — 0,( I i r%-, ,i't\ COS (96 —4*) 

2,3«4 — 0.00051 n tl 005(lC\f'— 4ir) 
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«-0,025 sin -V) 



l(r') = -0,057 
-♦- 1—0,220 

|— 0.038 
+ J 0.115 

i 0,212 

i «.U7 



-0.04 .:-f- 0,0(1001 ni[ 

-0,073 — 0.00057 n'fj 
o;50'j — o.ooiüis /i / ( 

-0,099 — 0,00097 tit 
0,405—0,00006 n't 

-0,011 —0,(KiO27 n'i 
0.034+0,00007 n't. 
9jm-h9fiOOtiS n't 

-0,281— 0,05463 n't 
e,257-f-0.00839 n't 

-MU<4>0,00014 R'i 

-0,012-f-O.OOOOl n't 
0.028+0,00004 n't 
0,003-1-0,00030 n't 
0,405-+- 0,00073 n't 
0,144 — 0,00048 n't 
0,023 — 0,00009 n't 
0,118 — 0.00002 n't 
O.m-f-0,00002 n't 

-0,815 — 0,00040 n't 

e.o78-«>0yoooo« n't 



0,00137 n t 
0,14206 nt 
9,Va*t n*t 
0,00383 n't 
0,0fö70 n't 

ojooei« n*t 

«,000» Jl'l 

cos (-..f— 
CO* (— 

CO« ( s'—g) 

cos {l^'—g) 
OOS {?g'—g) 
CO« (4/-^) 

cos ( il-t^ 

CO» 

ros — 2^) 
CO« (V— ^) 

«• (V- V) 

cos (T^'— 3^-) 
cos (V— 
CO« (5^f^— 3^) 
cos (6ff'— 3^) 
CO« K'g'—^g) 
CO« (6^'— 4^) 
cos (7/— 4^) 
cos (8*'— 4^) 
CO« (9/— 4^) 



-1-0,042 CO« 
-|-0.«MO0f (9|?'-5#) 

-i>«,au OM (iV'Sy) 

ojnoooo36 »"f' 
■+- 0,0001380 »'*t*} cos g' 

%mvx»\ n**t*\ sin g 
-y- 0,0000039 n'^f*f cos lg' 
+ O.OOOOOfö /i'^rM sin lg' 
-f •.MOOOn n"r'| cos 



l-i-W.WWZ «II 

1—0.00093 n't\ 
i— 0.02370 nt\ 



|— O,oj7-f-o.()ooo3 n't\ 
— o.046-»-o.ooo23 n'rl 

0,147 — 0.00090 n't\ 

— 0,307 — 0.oio7 J n'l\ 
0,580-4-0.00222 n'<| 
O.0M-(-O,0000T n<t| 

0,008 - n 'in-rr^ V< 
0,020 -i-O.WüOi n'l^ 
0.134 
2.005 

—0,248+0,01248 n'l\ 

^ojm—^fiom n'ti 

0.021+0.00002 n'f| 

— 0.004 —0.00045 nt 
0,011—0,00041 n't 

+0,286 — 0.00031 n't 
—0.264 — 0.00008 n't 
) —0,011 — 0,(10009 n't 

— 0.106 — 0,00008 «V 

— 0.046 - 0.0000« n't 
—0,240+0.00020 n'(\ 

0,101—0,00001 ntl 



sin (— /— ^) 

sin (— ,?) 
sin ( g'—g) 
sia (Ig'—g) 
sin (3g'-g) 
«in (4^-'- ^) 
siti ( ,,'-2^) 
sin Clg'-Hg) 
sin (V-««) 
srn (4/— 2^) 
sin (5/ -2^) 
sin (6g'-'ig} 



Slll (.1,;- 

sin 

sin (5/-%) 
sin (6^'-3^) 
sin (7^' 
sin 

sin {lg' 



3*) 



sin (8^f —4g) 
sin (9,-'--i/f) 

610(10^'— 4dr) 



H — 0*00614 n't 

— 0.012 sin {lOg'—ig) 



0,0000030 « -■f- 
0,01» CO« (Wg —ig) 

+ 0"0000026 n't' 



f ' M — 0,00036 n t 

+ 0,00005 n t sin {bg' — ig) + 0,00003 n't oo» {bg'—^) 
— 0;Mt nn(IC^-4#) — QbM4 «0t(U»^-4f) 

IVlii Uer Gntfse /// -♦- ^ sind imiltipiicirt, und müssen also 
dem gcmäfs vtibtsserl werden, i'ulgcnde: 



— di0000OO4 tt't' 

<t- <^0000tt4 n'H* «in ^ 

+ «MMOMOa * na 



— «ÜMOOM» ff'*e* OOS 
Y 
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■+-0.00012 n t »in (2g'— g) -hOfiOW» n't cos (2^'— 

•4-040M4 nie sin (V— <?) — OJOMa »'« Of» (V— #) 

-I- J l,ä8fl-t-0,043H n t\ -^m {bg —lg) -f- | ^.O,*« — O.OiGüT n /j cos 2^) 

/(/)■■ — Ojbo«J057 »'"t* CO» / ~o!(KM)ö003 /i*t* «in / 

-f- f •,005+0;W209 nt\ cos {{/—lg) J - o orn i-0;t)OOI5 Ji't] sin «/— 2-) 
|—C^e 18— 0.00090 n't\ a« — 2^) -1- | U,0::7 — ü,Oü058 «<| 6tu (5^ — llf) 

p* ^ ^ 4MN)OOM3 + f oleosa + o'o0462 nt\ sin '2.") 

-I- I 0.139 — 0,0027» nt\ tat, (5.^ —2^) 

9' «B — 0,000öäl3 n*i^ oiltö + 0^00301 n't\ sin (5«'— 2«) 

+ I -f- »'(} OM (a«''—^) 

Es ist ein Leichtes, sit li durcli die in dieser Abh.indlung bcfind- 
Uchen Hülfsgröfacu zu überzeugen, dafs die in den Stürungcu dci- Lange 
und der Radien beJündliclien Glieder den eben berechneten nur höchst 
Unmotiiches hinzufügen kdnneii. 

36. 

Wir wollen jei/.t natersucLea, wie aus den Störungen von p und 
q die Störimgen der Breite über der beweglichen Ebene der EdipUk 
abgeleitet werden müMcn. Et l«t (H. 2!.), wenn wir «lie vier Gfdficn 
p\ q und (j' auf eine und dieselbe, übrigens beliebige Ebene beneben: 



Aber wenn man o^*' = -g~> alsdann f&r alle positiTen ganien 
Wefthe Ton h 

macht» so ist: 



substituirt man diese Werthe in die Torstehende Gleichung, so et^ebt 
sich: 



Digitized by Google 



JupUm und Satunu ArtM 36. 



171 



wo h Ton 0 bis + >c durch alle ganzen Zahlen aiisgedchat werden tuuts. 
Bi* aaf Gröfiien dritter Ordnung ind. erlialten wir hieraus: 

P = P -P + ^P {p (p'-p) + i (/-- 7)} 1 

q^ci-^^ <j y (j,'-p) + 9' (y'-r/)} / 

Diese beiden Gleirhnns^en sind, wie die nttmerisrhen T^orhmmpen i.n 
Ol kennen geben werden , für den Saturn und Jupiter mehr als hin- 
reichend. 

Nennen wir mm [/>] und \fj] die dem Planeten m für die Zeit / 
zukommenden, jenen analogen Gröfseu, welche sich aber aul die feste 
Ebene der Ecliptik, die zur gewfhHen Zeitepoche Matt fand, beziehen, 
und {p) und {q) diejenigen Gröfien, welche in jener Zeitepodie wiik- 
Udi ttatt fanden und sich auf dieselbe Ecliptik beziehen, so ist nach 
(H. Art. 21.): 

[p\^ P {p) - ^{p) {p (p-h(p)) + ^ (y + (^))}| 

[y] = 9 4- (*f) — i (7) {p(p + (p)) ij (<7 + (r/))} J 

wo p \mA q für die Zeit t gehen und sich auf die Kbeiie der Planeten- 
bahn, welche znr Zeitepoche statt fand, be/.it lieii, also dieselben Grü- 
fsen sind, welche früher so benannt und lüer berechnet worden sind. 
Nennen wir ferner die gleichartigen Gröfsen des Planeten, welche sich 
aber auf die bewegliche EI>ene der Ediptik hexiebea, p und und 
die ^eichartigen Gröisen der Erde, die sich auf die cur Zeitq»odie statt 
findende Ecliptik beaehen, p^ und 7,, dann ist (H. Art. 21.): 

/' = W - /»o + 4- Po {lr^ iip'l-p.) + [y] 1 
* = L?3 - f. + x ?• {ip\ iU'l-P.) [7] (lyj-f •)} J 

Da man die periodischen Störungen der Erde an die Bewegung 
dieses Planeten anbringt, und nur die mit der Zeit nmltiplictrten auf 
die Örter der Fixsterne übertrfigt, so darf man nur die letztgenannten 
in den Tovstehenden Gleichungen für p^ und ^« annehmen. Man könnte 

Ys 
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durch die GleicLuiigcti (7ä) [/j] uiid [^] in (79) elimiuii-en, allein es 
scheint mir Tortheilhafter, sie stehen ni laaaen. 

Es dnd in der Bewegung des Jupiters nnd Satums nur die nut 
der Zeit multiplieirten Glieder, welche durch die Toratehenden For- 
meln etwas Weniges geben können; ich will die Entwickelungen dahar 
auf diese beschrSnken. Sei 

p = ant H- hn't* 

y = ent + dn'^ 

..'.'ti 

so ergieht sich durch die Gleichungen (78) t 

[Lp] = 0») + ('^ - M''» + (p)i^)'^]] 
[y] = (7) + {'^ - [^'7)'^ + (/') ('/)«]} 

_ ^ + (.^jc* (y)^/+ (/.)(v)*]} nh* 

wo die mit mulliplioitten Glieder iibergangen sind. Die sirh hieraus 
ergebenden numerischen Warthe von und [y] bezeichne ich mit 

SS (/^) + ant + jQ»V 
[y] s (^) + y»< + «»V 



und setze femer: 



Po — "o"' + 



(81) 



Durch die Substitution dieser Ausdrücke in (TD) liiidel man, wenn man 
hier ebenfalls die mit t und r multiplieirten Glieder wegläÜst: 

^^•(p) + |(«-«o)-*-i«a ((p)*-i-(9)')l nt 

^ + i [(j>)r,, (2,.- .„) 4- (7^«,(ay-vi^-|-j3,((p)«^.(j)«)j| 

-f- - •«.) -•- i [(y) VC (-7-70) -f- (/')ya (i«-«o) + nW 

und mr haben für die periodischen Störungen: 

fap und yssy 

Setaen wir nun p^(p)sip und y~(jr)sB^y, wo unter )7 und 
f7 die Tollständigen Werthe dieser GrSlsen Terstanden werden müssen, 
so ist (H. Art. 23.): 



Digitized by Googl 



JvpUen und Sttums jirtikd 36. 173 

=: sia c — CO« V 

aber mfol^ des im Art. iO. Vorgetragenen müssen irir Hier ebenfalls 
denBo^n 6 Tondenlifingenabuehea; wir haben also: 

= sin e) — cos (y — 0) ....(82) 

iiiul <lor vollständige» Werth des Sinus der Breite dos Planeten über der 
bcwegUchea Ebene der Ecliptik ist + wenn {s) aus folgender 
Gleichung berechnet wird : 

(*) = sin (x) sin (t» — (6» ...(82«) 

W0| wie früher, (*) und (9) die X<>igiing und die Länge des aufstei- 
genden Knotens der Planetenbahn auf der Ebene der Ediptik bedeuten, 

welche in der ZeitepnclK^ statt finden. 

In den drei letzten Gleichungen ist v die wahre Länge in der 
Bahn, mit Inbegriff der Störungen derselben ; nehmen wir indefs in (82) 
einen Augenblick die rein elliptische Länge dafür an, so haben wir : 

«in 3s shi (p— cos (ir--e) H- cns {v—k) sin (v— 6) 

eos as cos (y^ff) OOs (v— 6) — sin («'—«) sin (ir-^6) 

aber aus den Gleichungen des Art. 22. folgt, dafs 

cos B — '"^^ it* cos kg^e 

Sin (f— ») » — — 5 — \le) ^ 

wo der Index k von <— oo bis -i-eo dmich alle gtnce Zahlen au^jedehnt 
werden nnft. Wir haben hieraus: 

eos (•'—©) « — j — A (-^^ ) Äff »u» * — — ^ — * CM kg <m la -~ e cot M 

WO, wie in den folgenden Formeb, 

tt s ir — d gemaiAt isi. 

Selten wir nmi: 
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V = '•'). sin (ig+i's') + (/, i'l cos {ig+i'g') 
*y = sin (^g -*■''§') + ['.'■']. cos ('>-*-'>') 

so erpeht sich, wenn wir (Vie vorstehenden Wertbe in (82) subsUtuiren» 
den daraus eriblgendea Werth der Ilnkeii Seite (ßs) nennen und 

«ueenommen 
setsen: 

(Iv) = {C (/,/'). + [/,/'].} sin » «in [(A-H-i)^ + /y] 

- {C' ('■> - ff' 1 «i» « cos K^ + O^'+'Y] 
+ {G* - -«f* CM - »in [(* + 0^+'Y] 

- {C' (i,i'X + cos » cot 

Wir können diesem Aasdruck eine für die Rechirang bequemere 
Form geben, nenlidi die folgende, die dadnidi entstehl, dals man in 
dem Torhergehenden Ausdrucke die Producte der Sinusse und Cosi- 
nusse in Unearische Sinusse und Cosinusse Terwanddt und für 6 und H 
deren Summe und Difierenz einiulirt. 

(is) = {(/,/'). - »" [(*•♦. o^-i-iY^-»] 

+ {(/,*'), + [/,/'].} cos l(k + i)g+i'^'+o,] 

wo 

*--4'{(*-o^-..i^(^)} 

ausgenommen: 

Diese Formel hat besonders deshalb vor jener den Voraig , weil 
meistens zwei der Glieder, vermöge der im Artikel 32. auseinandergiC- 
setzten Relation, sehr klein werden. 
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Um den vollständigen Werth von zu bekommen, müssen wir 
noch die Stüi-ungen, welche iu sin (v» — 0) und cos (t» — 0) enthalten 
sind| berücktichtigen. Hiebe! müMea bemerken, äak 0, wddiet 
die LfiDge des «ufttei^eiiden Knotens der Planetenbahn m* auf der Bahn 
m bedeutet, welche sor angenommenen Zeitepoche statt findet, eine 
Constante ün eigentUchen Sinne ist, und daher unTerBndert bleibt. 
Ba mOnen also mk(v—S) und eos(f — 8) als blofte Fnnctimien Ton v 
angesehen werden. Wir bekommen aber den ToUstindigen Werth ir^ 
gend einer Function von v, welche die Elemente der Bahn aufserdem 
nicht enthält, wenn wir in dem rein elliptischen Werthe dieser Function 
n z fiir ri t schreiben, das ist, wenn wir g um n{z) TCrmehren. Wir ha- 
ben aUo nach dem Taylor sehen Theorem: 

WO der DifTerentialquotient so zu rerstehen ist, dafs nur in Beziehung 

auf g diflerentiu-t werde, in so fern diese Gröfse mit dem Index / be- 
haftet ist. Wir bekommen also diesen DilTercnlial(|uotiriiten, wenn wir 
die Gleichung (S3) aul die angezeigte Art diÜ'ereatüren, nemlicb : 

- kM^ + [i,!"!» sin [(Ä+05+''^'+«] 
+ {(/, /'). + [/, n f CO. t(* + ly- «] 

- *iv« {(/,rx - ihn.) «in P+Of-*-'y-«i 

Diese Foniiel ist lei( ht tu berechnen, weil man aus der Berech- 
nung von (S3) die einzelnen Glieder schon hat, und diese also nur mit 
A oder — A zu luultipliciren, und die Siuusse in Cosinusse und umge- 
kehrt zu Tcrwandeln nöthig hat. 

Man braucht die Formeln (83) bis (86) nur lur die periodisdien 
Störungen anniwenden, denn die der Zelt proportionalen StSrungen 
kann man, weil sie g und g' nicht enthalten, ohne Weiteret ia (82) 
Sttbstituiren und somit von der wahren gestArten LSnge in der Bahn 
abhängig madken. Dieses verursacht in der nadiherigen Anwendung 
der StAningen, nemlich um den Ort des Planeten m berechnen, nicht 
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die mimlerte Unbeqaanlichkeit» well Dum, wenn man xur Bereduning 
der Br|nCe übergelit» schon die Länge hat, und auch selbst für die Be- 
tedmung von (s) achon ohnehin haben mulii. 

Da bei dem Jupiter und Saturn manche Glieder Torkommen, 
für welche nur das IIauptg|ied in (83) merklidk vrird, so will ich dieses 
als Nähernn^ormel hinsetzen. Wir haben aus dem Artikel ii., wenn 
wir nur auf die Ton der £zcentricttAt abhSn^gen Glieder Rücksicht 
nehmen: 

— = -i und (^-^^ = -1 

und daher unter denselben Vemaddässignngen duxdi die Gleidinngen 
(84): 

nnd die übrigen dieser GrSlsen sind aUe Null. Hiemit giebt (S3) : 

— T {{h^'h + Ihi'l ] sin l{l^l)g^t'g —w] 

- -r {(',0. - U>a} cos [(/_i)^4..y_«] 



37. 

Die vollständige Redncllon der Länge auf die bewegliche Ecliptik 
ist durch die Gleichung (H. 31.) gegeben, wenn ^^ ir in Frdge des mehr- 
malä la wähntcn auch hier & Ton den Längen abziehen. Setzen wir 
aber wie (H. 32.): 

(88)..« sin = - sin (iv)+i,^2(ß}) tg« -f (0 

und TemachlSssigen wir in der DiHerenz 9— ((») die GrOfien sweiter Ord- 
nung nach fi und ^, so irie nach (/») und (7), so bekommoi mt leicht: 

sb _y) - sin ((0-f) = - -f {g'-(9)'-p'+(p)') sin 2(i»-e) 

-4- -f (ß9^(p)(9)) cos 2(i. — 0) 

oder 

^(i5-y) = A [(/^) ^/T - f-7) Siu 2(^^-0) 

+ -i- £(^) ^ y + (y) ¥j cos « (i» — e) 
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wenn wir 

nadiai. Nelimai wir nim an, daft 

sei» «o gjebt dlie Tontdiende Gleicbuog für 

^ (if— »») = 4. [{p)h — nn s e) 

man lann diese Ton der walireii Länge abhänglgea Glieder eben so 
kieht anwenden, als die im Torigen Aitik^ 

38. 

Wenn mr^n die in den Artikeln 14., 16. luid 35, p;c2rbpncn nu» 
meriscben \\erthe von {p), (t/), /> und <j für den batuni nni einander 
und niil den Gliedern driller Ordnung in (78) und (79) vergleicht, so 
wird man ieichl gcwaLr, dafs die periudischcn Glieder nichts Merkliches 
geben können j wir braueben uns also jetzt nur an die der Zeit pro- 
portionalen m lialten. Wir haben also, wenn wir die betreffenden 
Wertlie aus den Artikeln 16. und 36. addiren» fiir den Satom : 

^' = -f i','834T2 nt — o^'ooooisi n'^t^ 
/ = + oi'oaiiö nl -i- ^0005597 

also: 

« SS -I- i*ti4r2 ; d s — «TeoooiB« 
es-i-<oci56 ; s -t- «ioooiss97 

ond aus dem Artikel 14. sieben wir; 

(^;') = -f- 10648 
(ß) = — 0,042179 

Hiemit giebt die Gleiehnng (80): 

[/] SS (/) H- (CWISS n'f 0^^0005595 «"l* 

also: 

Z 
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a = + ij'83'163 ; ß = — o^ooüüjsi 

Y = -H 0;'02196 ; C = + o;*0O05595 

Die Werthe von ^^^^ 'h fii^t^f " si^'h in dem dritten Bande der 
Mic, eil. pag. 157., aber sie setzen andere Massen yoraus, als die in 
der jetzigen Zeit für die richtigsten gelialteuen. Die Venusmasse aus- 
genommen, äiud iudefä die dort zum Gnmde liegenden Massen so we- 
nig von jenea verschieden, dafs nur UncriieblichM in den gcnanntea 
Grfifien gefindeit werden wurde, und daram habe ich die CoRvction 
unterlaBBOi. Für die Venusmasse habe ich aber in den mit t multipli- 
drlen Gliedem die Burkhard'sdie eingefi&hrt, tmd swar durch die 
a. a. O. pag. 92. gt^ebenen Correctionsco^fidentea. Die mit t' mul- 
tiplidrten Glieder erleiden natürlidi auch dadurch eine Veränderung, 
welche ich aber nidtt berücksichtigen konnte, ohne dafs ich die Gröfsen 
und TOn Neuem boechnen müfste. Diese Berechnung habe idi 
unterlassen, weil zu hoflen steht, tJar? wir bald verbesserte Sonnenta- 
fcln, und also auch genauere Werthe von und <»rhnlten werden; 
alsdann können die hier folgenden Kechaungen, welche sich ^uip^ und 
l)eziehen, leicht umgeändert werden. 

Nach der eben genannten Abänderung, und wenn /-f- 5o für I 
sul>&titiiii-t wird, um da:» Jahr 1800 zur Zeitepoche zu machen; wenn 
ferner mit n und n* dividirt und das Resultat in Sezagesimalsecunden 
Terwanddt wird, crgiebt sieht 

jt»o = -4- o^'i4293 nt 4- i',ooü5oso n*t* 
(f^ = — 2"27650 n't -I- o;'oooi565 n'*t* 

Diese Hrofsen gehen aber von einem andern Anfangspunkte aus, 
als die, welche wir hier auüserdem herechnet haben. Es ist nemlich : 

S8 sin lo sin 
f , SS sin cos 9, 

wenn und 6, die Neigung und die Ltfnge des auftteigendett Knotens 
der Erdbahn lur eine jede beliebige Zeit < in Besiehung auf die feste, 
zur angenommenen Zeitepoche statt findende Ediptili bedeuten. Statt 
dieser müssen wir hier die folgenden Gröfien 
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= sin i\ «in (9^ — e) 

I 

s sm <p CO« (dp — Q) 

gdnraucbeii. Lösen wir aber dea suMnu&engeaetzteii Sinai xaid God- 
nns auf, so erhalten wir: 

^« SS tbi tp ain 9, oos e — «in cos 9p lia 6 

^p = sin /'o cos 9« cos 0 + sin /p sin dp sin 9 

das itl: 

^p s /»p cos e — f p sin 9 

I 

^0 = <f^ cos 0 + /?p sin e 

Nach der Substitution der gegebenen munerischen Werthe erhalten 

wir hieraus; 

t 

Pp s ^ i»63789 n't 4- <O0O4SS7 n"<' 
1 

7p s — <i(18Sl t^t — OblMXOlSJ l^'<' 

also: 

ttp = — i^^arsp ; = + <ooo42i7 

Vp = — 4?6lS5t ; f 0 = — f'ioOOaiBJ 

und somit, rermittelst der Gleichungen (8 1) : 

p* SS (f/) + ar470J7 — 0^0004136 JS**«* 
^' = + il^Sim n*t + oCeoos776 

Um die vollständigen Werthe von ^p' und öy', so wie wir sie 
jetzt cur Berechnung Ton ^ brauchen mOssen, ni erhalten, müssen 
hiena die periodischen Slö/ungen Ton // und ^ addirt werden. 

Dmch IljUfe der in dem Art. 16. gegebenen numerisdien Werthe 
für den Saturn und durch die Gleidinngen (84) hat sidi ergeben: 

log ü/'"' = S,448JS log N^*^ SS 8,44822 

log M^** = 9,69T£0b log iV*'* = 6,t9kS 

log = S,446S1. log iV^"> s «,«(75 
log üf«*» 8 7,t4S«. 
log JT*» as 6,e6$C. 

oadesist 
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Dieter engefubrten mimeiischeik Wothe imd mehr ak nir Iwaodien. 

Wir haben nun alles, was zur Berechnung von (^«') und 
k (-^^p-) nöthig ist» Diete Recfaming ift lo ein£u&, da£i idi es für 
vnnöüiig halte, Zwisdumtahlen aninfuhren. Idk bemerke Uoft, daft 
die Glieder, in wddien die mittlere Anomalie des Jopitexs mit o, <^ i 
und — s multipliGirt iit, nadi der strengen Fonnel (63), die ülni^^ 
aber nach (87) beredmet irorden sind. Wir wollen uns sneist mm 
zweiten Gliedc in (35) wenden. Wir müssen, wie in Art. 36. gezeigt 
ist, in dem Difterentialqxiotientcn nur die periodischen Glieder von ifi 
tmd aufnehmen, und wir brauchen für den Saturn nur höchstens 
das gröfste dieser, das ist das mit dem Ai iznmente 4^'— 2^ behaftete 
Glied. Dieses ergab sich durch (S6) wie folgt : 

* (4r^) - - «>' V-"') ^^»^ Og'-^g- «') 

Die mit der Zeit multiplicirten Glieder in dem vollständige 
Werthe von Ji^(2')> so wie die gröfsten der periodisehen, sind: 

n'iz) s — 9%4» n'ttin / ~- 19jm n*t cos g* 

— 0,090 nt sin 2^' — O.l.TS n't cos lg 
-413,41 sin (i^' - 8,44 C08 

-f- I 83r96 — o!&83 nt\ sin (4;?' — 'i^) -f- |— ß<52.01 -\- ^!^\f\ n't\ tos (4^'— 
-I- |— 1087^ — 3y3a4 i»'t| sin (S^ — {— .»74,85 -+- 1^7* nt\ cos (9«'— ^) 

Das Product dieser beiden Gröfsen erhält man auf die nemliche 
Art, wie die frülicren ähnlichen, nemlich durch die im Art* 34. gege- 
benen Yorschriften» Es findet sich: 

nXa') ax H-|o/iS7 -f- OjMOOt »V| •in(j'-#-w')-+.{o^ — O/WOOöii /J cos (g'-H»') 
OiffWnlr mii<30'— ^— »0 — »/woi ji'ioos(Ji^— 2^— •»') 
— o/wot 1 n'/ «in (%'— 2^— -+- 0,00(01 ult oo» {5ff—iff<-, m') 
1— Ojiu} -f> OiMOor a'i| sin m-) ^{1^ -f. 9fimn't\ ooi (jy'^^gi-ii'l 

Wenn man diese (^rOise an dem auf die oben beschriebene Art 
bttechneten Werthe Ton (!?') addirt, so bekommt man: 
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H sin (i;' 

— 0,117 sin t ' 

-f-J 0,0«1 -»-0,00001 n t\ sin is +u) 
••-01977 sin ( #'—«') 
— 0.192 siu (i^-'+ai'^ 
— O.OItS siu (i^f — w') 
'h^tU «in (_«''— ä^-|-m'> 
—0,037 sin — 

— 1,IÖ2 siu -l-w') 
—0.583 sin {—g'~^i/) 
+0.042 sin ( g'— g-t-c/) 



-1,014 sin ( g'— g—u) 
■0,114 sin (V— #+*7 



Bin ( ^ i^'-hc*!) 
lin ( —ig—u) 
im ( /— 

sin ( g'—ig—u'^ 



-*-2, 

■f.0,434 iin {3g'— g-i-u) 
-»-0.114 sin (V — g — fA 
•0,967 «in (4^'— g-hu} 
—0,919 At <V— 

—0.096 sin ( ^2^-h<^') 

— 0,Q79 sin 
-I-0.M4 »in 

— 0 sin . _ 
■+-0,100 sin (2g'—2ß-h(i') 
— 0^7 sin (2/-2^-w') 

— 0,218 sin (V— '2^ + ^') 

1 0,195— 0,00052 «ij sia(3ij'- 

—0.071 sin {ig'—ig-t-u') 
• \ .l,r5f)9 — 0,00 1S7 n't\ sin (4*'- 

-»-0,007 sin {äs'~2^'-i-u) 
•f— 0.247 +0,00016 n'/| sin (5^- 
•|— 0,140-1-0,00026 n'tj sin(^'. 
—0,113 sin (Ig'—^s-^-u) 
—0,156 sin (2^'— 3^ — w') 
+0^14 sin (3^'- 
— 0,m tin (3^'- 

— O.ots sin {ig'' 
+0,134 sin (4^'- 
•-0.045 fin (5^- 
+0.101 sin {ig'. 
'0.018 sin (6^'- 
-Mi04S «in {6^. 
—0.086 sin (3g'- 
+0,083 «in (34?'- 
—0,080 sin 
+0.007 sin <1^'- 
+0,026 sin (ä^,' - 
+0,023 sin {hg'- 



■3g— u) 
-3g~uJ) 

■3g-h6>) 

-3g— u) 
-3^+w^ 
•9g— J) 
-Ag^i-uS 
■4g— mS 

-iä-i-u) 
■Ag—tA 



■23 -u*) 



-0) 

S9470B7 n'r + O.00044M R"t'| ooi /— 9) 

+0:^H9 cos u' 
+ { 0,017 — 0W0<M>8«i] üüs(y+w') 
—0,886 OOS ( g'-u) 
+0,183 cos (2/~hJ) 
—0,098 cos {2^'—(J) 
*^Ojm OOS {-g'-g-hu) 
+0,120 cos {—g'—g — u) 
+0,612 cos {—g'-t-u) 
—3,006 cos {—g'—u) 
—0,207 CO« ( /— g-i-u) 
+0,026 cos ( «-'- g — u ) 
+0,765 cos {2g'— g-hu) 
+0.288 CM «— «) 

+0,4M eos <V— g-t-<A 

— 0,09S cos Vi/— g — u) 
+0.016 cos {ig'— 
+0.004 OOS (4f - g-tij 
+0,072 cos ( —2g-^u) 
—0,163 C06 ( — 2tf— w') 

+o,<an OOS ( /—tg-t-iJ) 

+0,267 cos ( — 

—0,016 COS (% — w*) 

+0,U0 OOS {ig'-'lg-u^ 

+0,075 cos 2ff+w') 
+ j — ü,i'6+ü,0O016«'t} COS {3g'—2g—u) 

+0,114 CO« (4#'— 2^+to') 
+ { 7,255+0,00300 n'tj C505 (l/— Sl^— w') 

+0,068 OOS (5#'— 2tf — w') 
+ f — 0,107+0,00004 n'tt cos {5g'—2g—u) 
+ 1 —0,198 — 0,00026 n't] cos (6|y'— «f+w') 

+0,150 cos (2/-3^+w') 

— 0,217 C05 (2^-' — 3,- — t*' ) 
+0,054 OOS (3;'- 
—0.090 COS {3g'' 

— 0,077 cos (i/- 
—0,044 cos {ig'- 
— 0.0M cos (B/- 

— 0.107 cos (5^'- 

+o,ooi cos (6f'- 

—0,1» OOS (t/' 

—0.040 cos (3g'- 
—0.090 cos (3/- 
+0,009 OOS (4^'- 

— 0,068 cos (4<y'- 

— 0,025 cos (5#'- 
■0.038 CO« (5/- 



+{ 0,008+0,00007 n't| nu{9g'—4f-u} +|— 0^064+0.00004 Ji'<| OOS (^— 4«— 
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Ich habe den Werth von (^v') nicht besonders hingeschrieben, 
Jena wenn man ihn kennen lernen will, brauchluiau nur k ^^^ ^ n'ijs') 
von ^s* almisieliai:. 

Der nftdx der Gleichnng (88) zq beredmenden Beduction «if cBe 
Ecliptlk wird fol|;ende Grdfiie hinzugeiügt, die nach (89) berechnet ist, 

^{ß— v') = -4- 0,05305 n'l sin (2f '--20') — o;'o6447 n't co» (a«»'— 



39. 

£s kennen in der Bewegnng des Satnme noch ebige Störungen 
dritter Ordnung meiklicli werden, üm diese voDstlndig sn berechnen, 
sind enlser den Stdiungen des Satnms auch nodi die Störungen erster 

und sweiter Ordnung des Jupiters erforderlidiy aber da ich die letzten 
nodh nicht habe, so habe ich die Störungen dri^^ Ordnung des Sa- 
tums bis jetzt nicht vollständig berechnen können. Den Theil dieser 

Störungen, welcher aus den Stöningcn niedrigerer Ordnungen des Sa- 
tums culstckl, habe ich iiidcfs berecluiet, und da dieser Theil bei Wci- 
tem der prufsere sein mufs, so will ich ihn hier hinzufügen. Die Nähe 
des von der ivönigl. Akademie festgesetzten Termins erlaubt mir aber 
nichl, im Einzelnen die Rechnungen darzulegen; ich will daher von 
den Gnmdzügca dieser nur das Allerwesentlichste hersetzen, und daun 
die Störungen in Sunmia «nf&bren. 

Wir wollen jetzt 

r = 4- r. -I- r, 

setien, und annehnien, daft die Größen erster und zwriter Ordnung 

resp. in 7*, und T, wie früher enthalten seien, so da& 7\ nur die 
GrÖlsen dritter Ordnung enthllt. Wir haben also: 



und wenn man nach r integnit und mit multiplicirt: 
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Wir luibeii ichoa firOher 

gemacht und zur Berechnung der Slörungeu zweiter Ordnung ia 

dLie Glieder erster Ordnung gebraucht. Jetzt, da wir in dieser Grö&e 

auch die Stöningen zweiter Ordnung haben müssen, könoen frir 

setzen, wo der unten angehängte Index ebenfalls die Ordnung der 
Gröike anzeigt. ^ ist nach diesem also: 

Wenn wir diese Gröfsen in die obige Gleichung fiir substi» 
tuiren und nur die Glieder dritter Ordnung beibehalten, das Ist, die- 
jenigen, in wdchen die Sunune der Indices drei ist, so erg^ebt sich: 

Wenn man diese Gleichmig nacb r diflerentiirt, so eilidt man: 

Um Tj zu bekommen, müssen wir die beiden ersten Glieder 
des Taylorsdwn Thecwems auf 7, anwenden, ao wie wir in der zwei- 
ita Approamation das erste Glied dieses Theorems benubten. Wir 
hdben also f&r den einen Theil des Werlhes Ton einen Ausdruck, 
der «wie (43) f&r Tg beschaffen ist, nur findet der Unterschied statt, 
daft uoler dem xweaten Factor dnes |eden Gliedes nur die daiin ent> 
haltencn Glieder sweiter Ordnung Terstanden werden müssen. Den 
übrigen Theil von bekommt man, wenn man, dem Taylorschen 
Tlieorem gemftia, den esaten Factor eines jeden Gliedes des Ausdrucks 
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(43) mceemrt in Beiiehung auf jede in T, enthaltene TerSndeilidie 
GrOfiM diCTerentUrt, mit den lyetrefiTendm Stdrangen enter Ordnung 
mnltiplidrt und das Re«tilt«t dardt zwei dividirt. 

Der obige Ancdruck für besteht demnach aas Gliedern 
sweierlei Gattung. Die eine dieser Gatttmgcn enthik nur Glieder, 
welche aus dem Producte eines gewissen DiflercDtialquotienten der 
Gröfse r, in die Störungen, welche die zweite Approximation gegeben 
hat, bestehen-, die andere Gattung; entliält nur Glieder, welche aus 
dem Prodiu iigend eines Differenlialquolieiiten der Grüfse T, in ein 
Pi'oducl der Slüiungen, die die erste Approximation gegeben hat, zu- 
sammengesetzt sind. Zu diciier letzteren Gattung gehören, wie man 
leicht erkennt, auch die beiden ersten Glieder in dem vorstehenden 
Ausdnidie für • Die erst genannte Gattung ist in der Bewegung 
des Satucns fast allein merUidi, und diese muls jeden Falls ein grfilse- 
res Resultat geben, wie die sweite Gattung. Dies laßt sich folgender- 
maaJsen erklSren. In den StOnmgen der zweiten Approximation, wdche 
in der ersten Gattung von Gliedern yorkommen, haben die Stö- 
rungen der ersten Approximation eine Integration mehr erlitten, als in 
den bloüsen Producten derselben, die in der zweiten Gattung vorkom- 
men ; sie enthalten also die grofsen Factoren, womit einiiic Glieder bei 
jeder Integration niulliplirirt werden, in einer höheren Polenz, und 
müssen lolglich grölVere Glieder enthalten, als die blofseu Producte 
der Störungen erster Orchiuug; sie geben in den Slönmgen dritter Ord- 
nung also nothwendig grölserc Glieder als diese. Bei dem Saturn sind 
es namendidi ma die mit den Argumeoien n i ^ ^ und ^ ^ behaf> 
teten Glieder, so wie diejenigen, die den Factor enthalten, welche 
in der dritten Approximation Erheblidies hervorbringen können; idi 
habe indels in meinen Rechnungen auch die von den Argumenten 
« ' co" (■g'—B) «ad n't ä fi) abhängigen aufgenommen. Diese 
Glieder geben in nz auch nur in den mit der Zeit multipliditen Glie- 
dern, imd in den reui periodischen, die bei der Integration aus jenen 
entstehen, ein merkliches Resultat; sie durften aber auf keine Weise 
übergangen werden, denn sie vermehren unter andern die in der zweiten 
Approidmation gefundenen, mit t'^ multipiicuten Glieder um ohngeiSifar 
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die Hälfte. Da, wie gesagt, tlie Glieder der zweiten Gattung fast vcr- 
•chwinden, «o hat die Rechnung fast ganz nach der Formel (44) gefuhrt 
werden kOimea, mit dem Vorbehalt, daft imler dem awetten Factor 
ledM Gliedes nur die in demselben enthaltenea Glieder sweiter Ord- 
amig Yerstanden werden mäsien. 

Der ToUstSndige Ausdrack för den Logarithnnit des Radios Ye- 
CtorSy durch die Länge ausgedruckt, ist bereits im Art. 27. gegeben, 
und man ersieht daraus, dafs in der dritten Approximation eiu Glied 
hinzukommt; dieses kann aber bei dem Saturn völlig vernachlässigt 
werden, und diese Störungen können also ebenialls nach den Formeln 
für die 7woite Approximation berechnet werden. 

\\ eiHi nur ein störentler Planet vorhanden ist, wie in der uns 
beschäftigenden Aufgabe, &o werden die Störungcu dniier Urtiniuig in 
drei Theile zerfallen, die resp. mit m'% m"m nnd m'm' multiplicirt 
sind. Die StOrangen swdter Ordnung des gestOrten Planeten geben 
Störungen, welche mit ni* nnd i»"m multiplicirt sind, nnd die Stö- 
mngen xwetter Ordnung des störenden Ebneten geben Störungen, die 
mit ni'm nnd m'm* multiplicirt sind. Da ich bei den gleich folgenden 
StArnngen dritter Ordnung des Satuxns nur die Störungen aweiter Ord- 
nung desselben Planeten habe benutzen können, so enthalten sie den 
mit dem Cubus der Jupitermasse multiplicirten Theil vollständig, und 
überdies noch einen Theil der mit dem Producte aus dem Quadrat der 
Jupitermassc in die Saturnmasse multiplicirten Störungen. Die erstge- 
nannten machen auf joden Fall den beträchtlichsten Theil der gesamm- 
tcn Stöixtngcn dritter Ordnung des Saturiis aus, weil die Jupitermasse 
grödier ist als die Satummasse. Wenn ich die sweite Approximation 
fir den Jupiter fertig haben, nnd alsdann die Störungen diftter Ord- 
nung Tollstindig beredmet haben werde, werde ich die Störungen drit- 
ter Ordnung nach den Ph»dttctcn der Massen, womit sie nmltiplicirt 
sind, abgesondert geben, wie ich es bei den Störungen aweiter Ord- 
nung gethan habe ; für jetst lasse ich das Integcil der Summe der be- 
rechneten Glieder folgen. 

Aa 
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Gmmml^ iÜSnmgm 



sin -2^ 
sin % 



-f| —0,i004» n'< — 0.0000233 /i f - 
—0,0000004» 
•4>0,0«1»6 n't sin ( f'— 
— 0,01045 n't sin (V— ^) 
■1-0.00377 n't mt (3g'— g) 
-f-0,00342 n t sin (%'— 2^) 

[—0,386 — 0,09131 n'tl sin V) 



-M — 



n't -4-0,OOn013ft cos 'Ii! 



cos 



+0.UOU0U12 » ''t ' i OOS 3^' 
— O.Ma87 I»'* CO« ( ^ - i{) 
•4-0,01256 n't cos (2^ — g) 
-^0.00329 n't cos (3^'— g) 
— 0,00255 n't cos (3g'— 2g) 

{—2.361 -^ojmoi nt^ OS» {4e'^iti 

-Hf-30,532 — 0.84MT n'f'-4- 9^17917 'n''t*\ sin (bg—2g) 

j - 15; 739 -^ o;'65583 n't -h 0,''OO24722 n^t^] a» (hg'— 2g} 
—0J»4 0.01116 n'tl cos 
«.007 — o.«ooso n'd eos (flg—4g) 

0.193h f^r^nK-r- „fj cos (9='_4^.) 



»0.739 — 0^00686 ntj sin CBg'—ig) 

0,elS'4-0^11 M sin (fl/—4g) 

— 0.665 ^- 0,00391 n't\ sin (9::'— i,;) 

—1,853-1-0,02617 n'tj sin(10^'— 4f) 



|(r') = -ho'non-ft r:> 0rt001S0«'*f' 

•f- {+0,01836 -^O.OOfKMNMn '^t'} OOS 
«•-{<H0,«004S n't -MyiOOOSSS n' 't* I oot V 
-|-O,0000OO6n'*<* €00%' 
•+-0.0005I n't cos ( (y*— g) 
•f-0,00645nC ca* (2g'— g) 
—0.00176 n't cos (3g'— g} 
-»-0,00237 n'f cos (3g — ig) 
•♦-{ — 0.195 — 0,04723 n'tj COS (V«*V) 

-f-0.01260 n't cos (5/— 2^) 
-f-i 0,358 ■+■ 0,00285 n't] cos (fi^'— 2^) 
-^|•^-0^'l-0,M9tO oot 99 ^4g^ 



[ —0,0387» nt +0,0003866 n 



1 



sin ff 

•«-|<-OJ0flM n'ie •|-4MHM04aO n ' < ' I Mn V 

+ +0,000irt)18 n'*t* «aV' 

+0.00112 n't sin ( g'~ g) 
—0,00251 n't sin (2^'— g) 
+0,00006 n't sin (3^'— 
— 0.00290 n't sin (3g' —2g) 
•4-1 1,172 — 0,00470 n't| sin (4«'->IA 
+0y007<0n< «in (?d—2g) 



•«.f— 0,174 
.|-{-«,101 - 



ll't| sin (<&g'-2g) 
lA| MB 9i^Mli 



40. 

Da das Ilesulut, welches wir jetzt fiir deo Saturn haitcu, uur 
wenig verändert irerden wird, wenn die Störuogea dritter Ordnung 
ToUoUbidig beredtnei sda werden, oo wollen wir die dnxdnen Tlieile 
«ddiren und unter die einfkdisie Form bringa>- Uniere Glieder haben 
die allgemeine Fonn : 

a sin X + /3 cot % 

wenn wir also 

a =: c cos C 
i3 = c sin C 

setien, so ist: 

a sin % -t- i3 cos X A c sin (% + C) 

oder wenn wir ^ 
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— a =z d sia D 

ß = d COS D 

machim, M> haben wir: 

ß cos % -ir a % = ä cos {% + D) 

di«se beiden Formen kdonen nach GefaUen angewendet werden. Ea 
irt klar, da(a die Unbestlmmtbeit, welche diese Formeln hinfiehtlidi 

des Halbkreisea, worin C oder D zu nehmen üi, übrig lassen, ktmien 
Einflufs hat, wenn man nur den Coefficientca c oder d so bestimmt, 
dafs den Hülfsgleichungen mit Rückucht auf die algebraischen. Zeidien 
G^üge geleistet ist. 

Man hat bisher die mit der Zeit imiltiplltirten Glieder so mit den 
obigen Ausdrücken vereinigt, dafs ein TLeil davon auf den CocfUcieutea 
c oder d, und ein Thcil auf den Bogen C oder D übergegangen ist. 
Zu dem Ende rechnet man nach den obigen Formcbn c und C oder d 
und D für awei oder mehrere Epochen, indem man in den mit der Zeit 
multiplidrten Gliedern xwd oder mdirere bestimmte Werthe für < an- 
nimmt, und aus den so eihalteneui für verschiedene Zeitmomente gel- 
tenden Werthe von e und C, oder d und sucht man die ihnen in 
der Einheit von / zukommende Änderung. Diese Reductionsart hat die 
Unbequemlichkeit, dafs die Perioden der Störungen derLSoge und des 
Radius, die sonst einander gleich wären, im Allgemeinen verschieden 
ausfallen, und also in den Planeten tafeln eigentlich für die Störungen 
der Länge und des Raditis, die von den nemlichen Argunienteu ab- 
hängen, verschiedene Bewegungen der Argumente angegeben werden 
müfsten. Obgleich bei dem Saturn diese Unterscliiede in den Bewe- 
gungen der ArgiHuente der i>äiige und des liadius V'eclors vielleicht nur 
wenig betragen küuntcn, so glaube ich doch besser gethan zu haben, 
diese Vemadüässigung mir nicht an eikuben. Daa JMSttel dagegen ge- 
bca die oben angeföhrten Reductionsformeln, denn nichts hindert, mi^ 
ter a und ß abgesondert» sowohl die Co^ffidenten an verstehen, welcbe 
die Zeit nicht enthalten, als audi die, wdche damit multipliciit sind. 
Haa könnte auch den resp. Argumenten der Lfiige und des Radios 
einen gleichen, der Zeit proportionalen Theil hiunfögen, und diesen 

Aas 



G^imuili^ Sionrngen 



so bestimmen, Aah die übrig bldbende Veiflndenuig der Coefficienlen 
so klein ab mj^ch würde; da aber dieses bei dem Saturn nur eine 
imerbebliche Änderung der Form des Resultats eneugen würde, so 
babe ich es umeilassen; die Yorscliriften dafür kann sidi übrige 
jeder leicht entwerfen« 

Die Form unserer Breitenstörungen erfordert, um sie auf die 
einfachste zu bringen, noch eine Rcduction; för diese serfiÜlt nemlidl 
jedes Glied der obigen Form in folgende : 

t£ sin (%-!-«) + & cos (%+») + «* sin «) + ßf cos (%— w) 

al)cr wenn wir in den beiden ersten Gliedern zw addiren und subtrahi- 
ren, so bekommen wir leicht: 

J nn (%-t-u) + & cos (%+») «" sin (x,— to) + ß" cos 

B « sin (X"«) + iS cos 

wenn wir 

a sst ti* -^ti cos sw — sin SM 
j3 s= j9*-h 1^ sin 2» H- cos SM 

machen, und nach der Einführung von c und C werden wir also 

« sin (%—•») +> /3 cos (x— ar) = c sin w) 
baben, wo mir noch der numerische Werth Ton u au snbstituiren ist. 

Wenn wir nun die Störungen der Artt. 16., 35, und 10. addi- 
ren und nach tlen Formch) dieses Artikels redviciren, so bekoiuuieu ssve 
das unten »teilende Resultat, wobei noch folgendes zu bemerken ist. 
Die mit n't und n*t* multiplicirten Glieder habe idi mit den aus dem 
Art. 14. entnommenen und in Theüen des Radios verwandelten nume^ 
risdhen Werthen Ton t£ und n'* mnltipUcirt; die Einheit der Zeit ist 
also allenthalben ein JuUanisches Jahr« Der in dem Vorigen entbal* 
tene Werth Ton /(r') ist mit dem Modul der Briggisdien Logarithmen 
multiplidrt, und mit o^'o2o6265 dividirt worden; dte Eiuheit ist also die 
siebente Decimale des Briggischen Logarithmus« Die Störungen der 
Breite, welche aus denen des Artikel 3S. i>educirt worden sind, geben 
eigentlich, wenn sie an dem aus (62*) berechneten Werthe von («') 
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addirt werden, den Sinus der wahren Breite, und man müüste also noch 
den Unterschied zwischen dem Sinus und dem Bogen herücksichügen; 
dtoNBi knm ohne Ge&hr, merklich m fehlen, dadurdi g^ichdien, dalk 
man in den FlanetenUfeln arc (sins(y)) statt (i) «dbtt angiebt. 

Wve haben nun ala Endresultat der in dieser Abhandlung berech- 
nelen Störungen des Satums: 



nt^— 0.00000270 f * 
■f- 17^473 sin ( ^'+359^ 0 46') 

-l- «1^ sin (^-1- M*. &j 



-f. e.184 sin i-^g'-g-t-m", 6) 
0^75 (in (—g'~g+ 142', 2) 
-f- 11.790 sin ( — Ä--!- 86°3l' 6") 
-4- 7,043 sin ( g'— ^-f-lOO' 30') 
-I- 411.742 sin (V— g-hl9l° Ii' 48*,») 
■+■ 82,575 sin (3*'— tf-f-122''29' 0"> 
-4- 0,105 sin (4^— ^-f- 91°) 
+ 0.041 sin (_^'_2^-»-237°) 
-H 0.164 sin ( — «y-HOS") 
+ 2.679 sin ( — i^'-t- iSO" 30*) 

6«9.550 sin (4^'— 2^-f-277' lo'24", 1) 
-|-284»^11 sio (»«'-^-»-246'' &3'38", 44) 



1.371 sin C^'- 
0,096 sin ( g'- 
0,3ea8in(2#'- 

Sin iig - 
3,252 sin (5/- 
3,310 sin ((\/- 
5,343 sin (7^' - 
0,456 sin (ßg'- 
0.145 sin (3,^'- 
1.873 sin (4/- 
1,258 sin (5^'- 
0.670 sin (6^^- 
0,301 sin (7/- 



-2^+322" IS"^ 
-%-ha&9°) 
. 4) 

-3 -+-233" 50^ 
-äü-h20i" 43) 
-3^+ 173** 48') 
-3^_f-15ß'' 19') 
-'dg-h 23 ' 50') 
-3^-1- 11°. 8) 
.4^-H200».6) 
-ig-t-SWVl') 
-4^-1-280° 43*) 
-4^-1-250» 2) 
-4e-t- 36°. 3) 



-H2,&5900 1 sin ( ^+236° 56' 24 ) 

-i-a.«aoi74Te t' rin ( /^m^as'ss^ 

-f-o n^'ST^ ' -;n (V-l-236° 14') 
-»-0.00001056 r sin (V--1*0° 50) 

•f-o^esoav t «n (a^+sM* »'> 

-f-0.00000040 f« sin (V-f- 118* I»') 
-1-0,00003 t sin {iß'-h'UO^) 

-1-0,00013 1 sin (—^ — ^4-207°) 
-»-0,001 12 t sin ( — ff-H202°, 4) 
-|-0,0029O t sin ( g'— ^-1-297° 10) 
-1-0,03684 t sin (2^'— ^-^123° 29') 
-f-0,00798 1 «in (%'— g+ 54° l') 

-Hi^aoaM t aia (4/> 

<t*0,IMMM e sin < —^^l»*) 

-f-0,00029 t sin ( — 2^'-+-290°) 
-»-0.00009 £ sin {2g'—2g+Zil'') 

-j-0,113<52 f sin (4/— 2a'-#-178°27'18') 
-»-1.03707 t sin (5^'_2;^+i48° 4«'ir,3) 
-HMNi013S27 1* «in VH-M* M'lT) 

-»••.aiin f sin V-i-iw* 

•f-MMM f sin (2^'— VMn") 

-»-0,00002 f sin (rV'-3^'-f-330°) 
-»-0,00053 t sin (4^,'— a#-<-lO»-) 
-1-0.00064 t sin (5^'-JMr-4- n») 
-»-0,00131 t sin (6/— 3,--f- 46°, 3) 
-f-0,00208 t sin (7^ — 3^-»- 194% 4) 

•i-ajOMea t sin (%r^— air-i-i«?*) 



-f-0,0O015 t sin (5^'— 4^-+-18(i") 
-^O,00Ol3 t sin (6/— 4^ -»-153°) 
-f-0.00009 ( sin (7^'— 4;-t-127°) 
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1.M7 
7.747 
22,254 
0.075 
0,650 
0,478 
0,«« 
0.055 
0.041 
0.M« 
0,19G 
0.09» 
0.03B 
o,n-;f 

0,096 
0.M6 

0.043 
0.040 



«in (8^;- 
sin (9ä'- 
sin(10j'- 
sin (4/- 
sin (V - 
«in (6g'- 

sin (8^- 
•Jn (5*^- 
•in {9g' 

im > 

Sin - 
sin 
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# 0^ f) « -l- fCoiTBl t lin (l/<4- 07* tS) 

Da bei der Anwendung dieser Störungen die Elemente constaut 
sind, so kann man die Mittelpimktsgleichnng , oder dafür die wahre 
Länge, »o wie den J ,r)»;trit!mH!s <les RrHlius Veclors von der mittleren 
Länge, und die Breite, so wie ciie Ueduclion der Länge aul' die Ecliptik 
von der wahren Länge abhängig machen; man erspart also die Berech- 
nimg der mittleren Auooialie und <leä Arguments der Breite. Von an- 
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dem bekannten Vereinfachungen der bia jetzt gebräuchlichen Form der 
Planeteutafeln »chweisp idi. 

Wenn man die «nttieicihie Betserache Hjpotheie über die Nicht- 
Propoitionalitit der Maaaen und der Anziehungen bei dem Jupiter und 
Satnm in Anwendung bringen will, so kenn dieses, wenigrtens f&r die 
Störungen der ersten Approximation, durch die in dieser Abhuidlung 
«ngeföhrCen Zwiscbensahlen leidit geniecbt werden. 
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Nachschrift. 



Da die Königliche Akademie mir auf meine Bitte diese Abhandlung , nadi* 
dem ihr dei* Preis zuerkannt wonlfn, wieder auf einige Zeit z\istclllc, so be- 
nutzte ich diese Güte, um die Störungen der Breite, die vorher auf eine etwas 
verschiedene Art berechnet waren, so zu berechnen, wie man es in dem Vor- 
stehenden findet, und um die numcrlscLe Rechnung der Störungen zweiter 
Ordnung den Saturns ciaer HauptcoatroUe zu unterwerfen, welches bis dahia 
aus Bfiangel an Zdt iam nickt gescheheii war. Zt^eidlk liabe uh bei der An* 
fubrung meiner Alibandlung in Schumacher*« Astion. Nachr., die der ge- 
genwfirtigen Abhandhing mr Grundlage dient, statt der dritten Peteon, in 
welcher ich der «u beobachtenden Anonymität wegen roa müe sdhst reden 
mdite, die eiste Person des Pronomens gesetzt. Ich ergreife diese Gel^ien- 
heit, um der Köm'gl. Akademie för die Zurückstellung der Abhandlang meinen 
verbindlichsten Dank darzubringen. 

Ich habe mittler^^-eile die Störungen zweiter Ordnung des Jupiters schon 
berechnet, und hätte daher die Prüfung <?er nnmerischen Rechnung vermittebt 
der im Artikel 27. auseinander gesetzten iiedmgungsgleichung bewerkstelligen 
können, allein ich habe dieses Verfahren nicht gewählt, obgleich dadurch voll- 
kommene Sicherheit herbeigeführt werden kann. Denn wenn man findet, dafe 
hie und da der Bedingungsgleichung nicht Genüge geleistet ist, und da(ä abo 
Fehler in der numerisdien Rechnung vorhanden sind» so kann es sdur mSh- 
sam werden den begangenen Fehfer aufzusuchen, weil man gproeinig|idi mcht 
im Voraus w&sen kann, ob er bei dem einen oder dem andern der beiden Pht- 
neten liegt, und man daher in die Nt^iweodigjteit vmielzt werden kann, die 
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bezügiichf^n Rechnungen beider Planeten durchmschen. Bei den Slöiaingea 
erster Ordnung Terhält fiick die Sache anders, denn dort ist die ilechnung un- 
abhängig von dieser Bedingimgsgleichung, yorher fast sclion gänzlich control- 
lirU Ich habe aus dem angeführten Grunde mich zur iVuiuug der nume- 
liidwa Rteknung der StAnmg^ swcüer Oe&MUg dei Sttmuf wmitldlMr der 
Oleidnuig 



«eich« atcenie «tatt findet, bedient, und werde hier die Rendtete denelben 
beifii^en. 

Man findet leicht durch Hülfe des in dieier Abhendlupg Yotgettugeiien 
fiBr die Stfirongen sneiler Oidnnng ^: , . 



in welcher GleicboDg die vncommatisirten Gröfsen, wie immer, dem gestörten 
Planeten ang^iftren» Das erste Glied der rechten Seite ist integrabel und Sagt 
dem Werthc von S den Ausdruck — .S^ hinzu; es ist yortheilhaft, diesen 
unmittelbar zu berechnen. Die erfordcrhVhm Differentialquotienten von S 
sind leicht zu haben, denn da T nach rL r Verwandekm^ von r in i in 
öbergeht, so braucht man nur in dem numerischen Wertlt«: von 2' diese Ver- 
wandehmg auszutühren, um darauf durch einfache Differentiation j ij/ > 

etc. zu bekommen. Die Gröli»e V des Art. 18. gelit nach derselben Verwaude- 
lung in r-^^ über» und hieraus bekommt mtn r' etc* dnrdk die Gkidiimg 



Die noch fibrigei Diffeienlial^otienten ergeben sich «nf gleiche Weise 
ans ^nnd etc. Nur mu& man yor allen diesen YerwindelmigeD , den 
Usflfln armifi ditfi filifidur friiinnn in nnlnhiT wtH-i ist An* 



31« 



^^^"31^» dtdg' > ^^^* berechnen, kann man auch unmittelbar den 

aus der ersten Approximation ohnehin schon bekannten Werth von S dazu 
ImhuImd* 

Idfc lasw aadi dieter'fiiklfnuig die »nnaMieii Wnche l&r den Setnm 
liglgeo, liabe «ber Uerbci, irie eUenthalbeD in den muneriaehen Rechrnrngeo, 
die vneommttinrten GrÖfien enf den Jupiter, und die oommetinrlen auf den 
Setnro beio^. 
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Da die von den Breiteiitt0raiigeii äbbfingigen StOnmgem sweiter Oid- 
ming des Satnim «o tehr klein sind, oo Labe Ich nidit für nOdiig eracbtet, lie 
einer tolchen Prüftuig zu unterwerfin» und habe daher dle-in dem Tontdien- 
den analytischen AusdnidEe enthallenen, TOn (jp-^p) und (jr-l-^ dihing^gen 
Glieder hier übezigmgen. 
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